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係数環完備化と貼合せ・直交性に基づく線形論理のΣ
加群モデルの再構成

伊藤 耀, 浅田 和之
線形論理の Σ 半環 R 上の加群モデルに対して, 係数環の完備化と「貼合せと直交性」によるモデル構成法を適用し
た．それにより構成したモデル上に R− Σ 加群の MLL モデルを再構成した．モデルの再構成により具体的なモデ
ル構造を明らかにすることが本研究の目的の 1つであるが,！の構造については現在未達成であり,さらなる研究が必
要となる．

1 はじめに
Σ半環 R上の Σ加群は，通常の環及び環上の加群
の持つ有限和の代わりに可算無限引数の部分関数を
和として持つ概念である．この Σ半環 R上の Σ加群
からなる圏は [3]にて線形論理のモデルを一般的に構
成可能であることが明らかになっている．Σ 半環 R

上のΣ加群からなる圏は係数環 Rごとに異なる数学
的構造を成し，プログラミングにおける様々な計算機
構を表現可能であるというモデル構成における高い
汎用性を持つ．また，適切に係数環 Rを選択するこ
とで Coherence space や Finiteness space などの従
来の線形論理モデルと等価なモデルが Σ加群の枠組
みで得られている．論文 [4]では、（圏化された）係数
環として量子計算一階プログラミング言語の完全抽
象モデルである Qを用いることにより、再帰型を持
つ量子計算高階プログラミング言語の完全抽象モデ
ルが得られた.しかし，具体的なモデル構造が明らか
になっているのはごく一部であり，特に線形論理のモ
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デル構造の 1つである「！」の具体的な構造のさらな
る分析が必要となる．
本論文では，係数環 Rの完備化と「貼合せと直交
性」によるモデル構成法の組み合わせにより得られる
モデル上に，係数環 Rからなるモデルを再構成する
ことによって，モデル構造の分析を行う．論文 [3]に
て，Coherence spaceを表現する係数環 Iに完備化と
「貼合せと直交性」によるモデル構成法を適用するこ
とで，Coherence spaceを再構成可能であることが言
及されており，本手法はこの結果の任意の係数環 R

への一般化である．

2 準備：Σ半環上の加群
2. 1 Σモノイド
定義 2.1 (Σモノイド). 　　
Σ モノイド M = (|M |, 0,ΣM ) は台集合 |M | と
その元 0, 和と呼ばれる可算無限引数の部分関数
ΣM : |M |N ⇀ |M |からなる．和 ΣM は無限引数での
交換則や結合則を満たし,0を単位元として持つ．
定義 2.2 (線形写像). 　　
Σモノイドの間の線形写像 f : M → N とは,以下
を満たす (全域)関数 f : |M | → |N |．
• f(0) = 0

• ΣM
i mi が定義される時 f(ΣM

i mi) = ΣN
i f(mi)

例 2.3 (Σモノイドの例). 　　
• I = ({0, 1}, 0,ΣI) の和 ΣI は 1 を 2 つ以上含む



とき未定義．
• N∞ = (N∪{∞}, 0,ΣN∞)の和 ΣN∞ は自然数の
和．和が発散する,または∞を含むとき∞．

• M ⊸ N の台集合は M から N への線形写像
全体．和 ΣM⊸N は任意の m ∈ |M | について
ΣN

i fi(m)が定義される時,ΣM⊸N
i fi も定義され，

(ΣM⊸N
i fi)(m) = ΣN

i fi(m)となる．

2. 2 Σ半環
定義 2.4 (Σ半環). 　　
Σ 半環 R = (|R|, 0,ΣR, 1, ·R) は Σ モノイド

(|R|, 0,ΣR) と 1 ∈ |R|, 積と呼ばれる二項全域関数
(− ·R −) : |R| × |R| → |R|からなる．積 (− ·R −)は
交換則や結合則,和との分配則,r ·R 0 = 0 ·R r = 0を
満たし,1を単位元として持つ．
例 2.5 (Σ半環の例). 　　
• I = ({0, 1}, 0,ΣI, 1, ·I)の積 ·I は 0 ·I 0 = 1 ·I 0 =

0 ·I 1 = 0,1 ·I 1 = 1

• N∞ = (N ∪ {∞}, 0,ΣN∞ , 1, ·N∞)の積 ·N∞ は自
然数の積．

定義 2.6 (環準同型). 　　
Σ 半環間の環準同型 f : R → S とは,f(1) = 1 と

f(r ·R r′) = f(r) ·S f(r′)を満たす線形写像.

2. 3 完備化 (Completion)

完備化 [1] とは,Σ モノイド R を和が全域関数であ
る Σモノイド Rに変換する手法である．本研究では
Σ半環に対して完備化を適用している．
定理 2.7 ( [1]). ΣMonを Σモノイドと線形写像から
なる圏,ΣMont を和が全域関数である Σ モノイドの
みからなる圏とする．包含関手 U : ΣMont → ΣMon

は左随伴関手 T : ΣMon → ΣMont を持ち,対称モノ
イダル随伴を成す．
完備化の操作は T : ΣMon → ΣMont に該当する．

Rに対してその完備化Rは次を満たす射 ηR : R → R

が存在するものである．
• S ∈ ΣMont と射 f : R → S について,f =

f∗ ◦ ηR を満たす f∗ が一意に存在する．

R

ηR

��

f

��
S Rf∗oo

2. 4 Σ半環上の加群
定義 2.8 (Σ半環 R上の加群). 　　
Σ 半環 R 上の加群 M = (|M |, 0,ΣM , ·M ) は Σ

モノイド (|R|, 0,ΣR) と作用と呼ばれる二項全域関
数 (− ·M −) : |R| × |M | → |M | からなる．作用
(− ·M −) は任意の r, r′ ∈ |R| と m ∈ |M | につい
て r ·M (r′ ·M m) = (r ·R r′) ·M m と 1 ·M x = x

と 0 ·M x = r ·M 0 = 0, 任意の (ri) ∈ |R|N と
(mj) ∈ |M |N について ΣR

i ri と ΣM
j mj が共に定義

されるとき (ΣR
i ri) ·M (ΣM

j mj) = ΣM
i ΣM

j ri · mj を
満たす．
定義 2.9 (R-線形写像). 　　
Σ半環R上の加群の間のR-線形写像 f : M → Nと

は,f(r ·M m) = r ·N f(n)を満たす線形写像.M ⊸ N

は台集合をMから Nへの R-線形写像とする半環 R

上の加群．
ModR を Σ半環 R 上の加群と R-線形写像からな

る圏とする．
定理 2.10 ( [3]). 任意の Σ 半環 R について ModR

は対称モノイダル閉圏であり,(直観主義)線形論理の
Lafontモデルを成す．

2. 5 OBMod⊥⊥
R

定義 2.11 (正規直交基底). 　　
Σ 半環 R 上の加群 M = (|M |, 0,ΣM , ·M ) の正規

直交基底 (ei, φi)i∈I とは,ei ∈ |M |と φ : |M | → |R|
の組の族で以下を満たす．
• 全てのm ∈ |M |についてm = ΣM

i φi(m) ·M ei

• i = jのとき φi(ej) = 1,i ̸= jのとき φi(ej) = 0

　　
Σ 半環 R 上の加群のうち正規直交基底を持つも

のからなる圏を OBModR と書く．さらにそのうち
M ≃ (M ⊸ R) ⊸ R を満たすものを OBMod⊥⊥

R



と書く．
定理 2.12 ( [3]). 任意の Σ 半環 R について
OBMod⊥⊥

R は古典線形論理のモデルを成す．

3 準備：貼合せと直交性
張合せと直交性（Glueing and Orthogonality） [2]

は,線形論理モデルを元に他の線形論理モデルを構成
する手法である．

3. 1 二重貼合せ圏 (Double Glueing Cate-

gory)

定義 3.1 (二重貼合せ圏). 　　
対称モノイダル閉圏 C について，二重貼合せ圏

G(C)とは以下のような圏．(I はテンソル積の単位元)

対象 (A,U,X) Aは C の対象，
U ⊆ C(I, A),　　　 X ⊆ C(A, I)

射 f : (A,U,X) → (B, V, Y )は Cの射 f : A → B

で以下を満たす．
– 任意の u ∈ U について,f ◦ u ∈ V

– 任意の y ∈ Y について,y ◦ f ∈ X

命題 3.2 ( [2]). 対称モノイダル閉圏 C について，二
重貼合せ圏 G(C) もまた対称モノイダル閉圏であり,

忘却関手 G(C) → C はテンソル積を保つ．

3. 2 直交性 (Orthogonality)

定義 3.3 (直交性). 　　
対称モノイダル閉圏 C について,G(C) 上の直

交性 (⊥A)A∈ob(C) とは, 以下を満たす関係 ⊥A ⊆
C(I, A)× C(A, I)の族である．
(1) f : A → B が同型射であるとき, 任意の
u : I → A,x : A → I について
u⊥Ax　⇔ f ◦ u⊥Bx ◦ f−1

(2) u : I → A,v : I → B,x : A⊗B → I について
u⊥A⟨u|x⟩B かつ v⊥A⟨v|x⟩A ⇒ u⊗ v⊥A⊗Bx

(ただし,u : I → A, x : A ⊗ B → I について
⟨u|x⟩B := A ≃ A⊗ I

idA⊗u−−−−→ A⊗B
x−→ I)

(3) u : I → A,y : B → I,f : A → I について
u⊥Ay ◦ f かつ f ◦ u⊥By ⇒ f̂⊥A⊸Bu ⊸ y

(f̂ は f の変換で,u ⊸ y : A⊗B → I ⊗ I ≃ I)

(4) u : I → A,x : A → I について

u⊥Ax ⇒ idI⊥Ix ◦ u
　　
直交性 ⊥ := (⊥A)A∈ob(C) と U ⊆ C(I, A),X ⊆

C(A, I)について
U◦ := {x : A → I|∀u∈U .u⊥Ax} ⊆ C(A, I)

X◦ := {u : I → A|∀x∈X .u⊥Ax} ⊆ C(I, A)

　　
また,(2)(3)の逆が成り立つとき,その直交性を正確
である (precise)という.

3. 3 堅直交圏 (Tight Orthogonality Cate-

gory)

定義 3.4 (圏直交圏). 　　
二重張合せ圏 G(C) と直交性 ⊥ について, 堅直交
圏 T (C) とは U = X◦ と X = U◦ を満たす対象
(A,U,X)のみからなる G(C)の充満部分圏である．
命題 3.5 ( [2]). *-自律圏 C について,G(C) 上の正確
な直交性が以下を満たすとする．
• 任意の U ⊆ C(I, A),V ⊆ C(I,B),Y ⊆ C(B, I)

について
– (U◦◦ ⊗V ◦◦)◦ = (U ⊗V ◦◦)◦ = (U◦◦ ⊗V )◦

U ⊗ V := {u⊗ v|u ∈ U, v ∈ V }
– (U◦◦ ⊸ Y ◦◦)◦ = (U ⊸ Y ◦◦)◦ =

(U◦◦ ⊸ Y )◦

U ⊸ Y := {u ⊸ y|u ∈ U, y ∈ Y }
このとき,T (C)も*-自律圏であり,忘却関手 T (C) →

C は構造を保つ．

4 Σ加群モデルの再構成
係数環 R に対し,次の条件を満たす R からの環準
同型 f : R → R′ 全体を Inc(R) と書く．
条件 ： 任意の {rn} ∈ RN について ΣR

n rn が未定
義であるとき ΣR′

n f(rn)も未定義または f(R) に属さ
ない.

R を完備化した R に写す ηR や,idR も Inc(R)の
元となる．この Inc(R)について以下が言える．
定理 4.1. 　　
係数環 Rと f ∈ Inc(R)について, G(OBMod⊥⊥

R′ )

における直交性として,u⊥Ax ⇔ x ◦ u(1) ∈ f(R)を
考える．このとき忠実充満でテンソル積を保つ関手



F : OBMod⊥⊥
R → T(OBMod⊥⊥

R′ )が存在する．

OBMod⊥⊥
R′ G(OBMod⊥⊥

R′ )Forgetoo

OBMod⊥⊥
R

f

OO

� � //T(OBMod⊥⊥
R′ )

?�

OO

　　
これにより R の完備化 R についても, 堅直交圏

T(OBMod⊥⊥
R )が R に関するモデルを包含すること

が言えた．

5 まとめと今後の課題
論文 [3]にて言及されていた係数環の完備化と貼合
せと直交性に基づく手法に関する結果の一般化を行
なった．任意の係数環 Rにてその完備化の堅直交圏
が R に関する MLLモデルを包含することを示した
だけでなく,完備化のみならず包含できる係数環のよ
り一般的な条件を与えた．
この包含関手はテンソル積の構造を保つが,!の構造

については自明には保たないことが現在分かってお
り,！の構成については今後の課題となる．また,今回
は正規直交基底を持つ加群に限定しているが,他の種
類の基底を持つ加群にするなど他の状況においても
研究を進めたい．
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