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再帰呼び出しを含む分離論理の部分正当性のための
循環証明体系

佐藤 拓海　中澤 巧爾

分離論理は，ホーア論理をヒープ・メモリを操作するプログラムを扱えるよう拡張した体系である．循環証明体系は
帰納的な言明を含む論理式のための証明体系で，帰納法を証明の循環構造として表現する．Rowe らは，再帰呼び出
しを含むプログラムの停止性検証のために，分離論理の完全正当性のための循環証明体系を提案した．本研究では，
再帰呼び出しを含むプログラムに対して，分離論理の部分正当性のための循環証明体系を提案する．この体系におい
て，再帰呼び出しを含むポインタを持つプログラムのメモリ安全性を循環証明体系において証明できることを示し，
さらにこの体系の健全性を証明する．

1 はじめに
1. 1 研究背景
分離論理 (Separation Logic) [10]は，ホーア論理 [6]

をヒープ・メモリを操作するプログラムに対して拡張
した体系である．事前条件 Aが成り立つとき，プロ
グラム P を実行して停止すれば，事後条件 B を満た
す状態になっているとき，プログラム P は部分正当
性を満たすという．ホーア論理は，この性質について
事前条件，事後条件をそれぞれ論理式 A，B で表し
たホーア・トリプル

tAu P tBu

を証明する体系である．分離論理ではヒープ中の単
一メモリ・セルの状態を表す論理式である単元ヒー
プ x ÞÑ a(アドレス x に値が a 格納されているよう
な単元ヒープ)と，互いに共通領域を持たないヒープ
A,B の結合を表す分離連言 A ˚B によりヒープ・メ
モリの状態を表し，局所的な推論を行う事ができる．
論理式の妥当性の判定が決定可能となるように，特に
論理式をシンボリック・ヒープと呼ばれる形に制限し
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た分離論理が広く研究されている． [1] [7] [8] [12]．
循環証明体系 [5]は帰納的な言明を含む論理式のた
めの証明体系で，証明の導出木の一部の葉に内部ノー
ドへの循環を許すことにより帰納法を表現する．証明
が健全であるためには，大域トレース条件と呼ばれる
健全性条件を満たす必要がある．
Roweらは，再帰呼び出しを含む分離論理に対する
完全正当性のための循環証明体系を提案した [11].完
全正当性とは，部分正当性にプログラムの停止性を
加えた性質で，Roweらが提案した体系は「論理式 A

を満たす状態で，プログラム P を実行すると停止し
て，論理式 B を満たす状態になっている」ことを表
すホーア・トリプル

rAs P rBs

を証明する体系である．以下のような null終端の線
形リストをアドレス x が指すメモリ・セルから順に
走査するプログラムを考える．

void TraverseList pNode ˚ xqt

if x ! “ NULL t

y :“ x Ñ nxt; TraverseListpyqu

Roweらが提案した体系においては，例えば以下の
ようなトリプルを証明することができる．

rListαpxqs TraverseListpxq rListαpxqs

この体系においては，帰納的述語にラベルを付与
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し，帰納的述語を展開するごとに順序数で表されるラ
ベルの付値が減少するような制約式を追加する．（こ
こでいう，述語の展開とは上記の例ではリストの先頭
アドレスから始まる単元ヒープを展開することを指
す．）これにより，ラベルの付値が無限降下しないこ
とを用いて停止性を証明する．（上記の例では αが述
語 Listpxqに付されたラベルを表す．）この体系におい
ては，大域トレース条件は循環するパスごとにラベル
の付値が真に減少していることとされている．

1. 2 Motivating example

Roweらの体系は，完全正当性を証明するための体
系であり，分離論理の部分正当性のための循環証明証
明体系は提案されていなかった．例えば，以下のよう
な，線形リストの要素を順に走査するプログラム P

を考える．
P “ while ‹ do if x “ nil then ϵ

else x :“ rxs; od; ϵ

ここで，while ‹は非決定的な繰り返し命令を表し，
ϵは skip文を表す．
以下のようなトリプルを証明することを考える．

tListpxqu P tListpxqu

このプログラムは，リストの走査が終了しても分岐
命令の if節が繰り返し実行される可能性があるため，
停止しない可能性があるが，停止すればヒープ・メモ
リでは変わらずリストを表す領域が確保されている．
したがって，完全正当性は成立しないが，部分正当性
は成立する．ゆえに，Roweらの体系ではこのトリプ
ルを証明する事ができない．

1. 3 本研究の成果
本研究では再帰呼び出しを含む分離論理の部分正
当性のための循環証明体系を提案し，その健全性を示
した．これにより，提案体系において再帰呼び出しを
含むポインタを持つプログラムのメモリ安全性を循
環証明体系において証明できることが示された．
本提案体系は，Roweらの体系 [11]をもとに構成し，
述語に付するラベルを廃止した．それに伴い，健全性
条件を，循環証明中の無限パスがプログラムの実行
ステップに対応する規則 (Symbolic Execution Proof

Ruleと呼ぶ)の適用を無限回含むこととした．
本論文の構成は以下の通りである．まず，第 2章で
は提案体系にて扱うプログラムの構文と意味論，表明
の構文と意味論について述べる．第 3 章では提案体
系における健全性条件を与える．第 4 章では前節で
述べた例が実際に提案体系で証明できることを示す．
第 5 章では提案体系が健全であることの証明を与え
る．最後に，6章では前章までのまとめと今後の展望
を述べる．

1. 4 関連研究
Roweらは，再帰呼び出しを含むプログラムの停止
性検証のために，分離論理の完全正当性のための循
環証明体系を提案した [11]．この体系の特徴は上記の
説明の通り，述語に対してラベルを付すことである．
ラベルは述語を展開する規則を適用するごとにその
値が減少する．循環証明における健全性条件は循環す
るパスごとにラベルの付値が真に減少していること
とされている．
Oheimbは相互再帰を含むプログラムに対し，ホー
ア論理を用いてトリプルの部分正当性を証明するた
めの体系を提案した [13]．この体系では，再帰呼び出
しの際，手続き本体の検証の仮定に現在展開されてい
る手続きの仕様を含めることができるようにホーア・
トリプルを文脈付きホーア・トリプルへと拡張してい
る．この体系は循環証明ではなく，通常の証明体系で
ある．

2 プログラムと分離論理の表明
本章では，Roweらの再帰呼び出しを含む分離論理
の完全正当性のための循環証明体系 [11]において扱う
言語を紹介する．プログラムには再帰呼び出しが含ま
れ，言語はシンボリック・ヒープにより制限された分
離論理の表明により表す．また，関数定義中に大域変
数は現れないものとする．我々の提案する体系におい
ても同様の言語を扱うが，以下のような差異がある．
第一に，簡単のためにヒープ・メモリ中のレコードは
単一のフィールドからなるものとし，フィールド名は
省略する．第二に，プログラム中で呼び出されている
関数は必ず定義が与えられているとし，関数呼び出し
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における引数の数は定義されているアリティに等し
いとする．第三に，述語はその意味が与えられている
ものとする．最後に，プログラム実行時の特別な状態
faultはメモリ・エラーに加えて手続き未定義などの
エラーも表していたが，本体系においてはメモリ・エ
ラーだけを表すものとする．

記法についての注意
列 s⃗について，s⃗i は s⃗の i番目の要素を表す．ϵは
空列を，s⃗1 ¨ s⃗2 は列の結合を，|s⃗|は列 s⃗に含まれる
要素の数を表す．s⃗中の要素の集合を指して s⃗を用い
る事がある．また，部分関数 ps⃗ ÞÑ t⃗qによる関数 f の
更新を f rs⃗ ÞÑ t⃗sと書く．s⃗上の全ての点で f と f 1 が
等しい時，f “s⃗ f

1 と書く．

2. 1 プログラムの構文と意味論
2. 1. 1 プログラムの構文
x, y, ¨ ¨ ¨ を変数として用いる．変数の集合を Var

とおく．また，プログラムは手続きを持つ列からな
る．各手続きは p(x⃗){C} の形で宣言される．ここ
で，p は手続き名を，C は手続き本体のコマンドの
列であり，bodyppq で表される．相異なる変数の列
x⃗ はパラメータであり，paramsppq で表される．ま
た，localsppqで pの局所変数の集合を表す．本論文
で扱う手続きは大域変数を含まないので，localsppq

は fvpbodyppqq z paramsppqに等しい．
原子的なコマンドは以下の 6つからなる．
1. 代入 (x:=E)

2. 領域からの読み取り (y:=rxs)

3. 領域への書き込み (rxs:=E)

4. メモリ領域の割当 (x:= new())

5. メモリ領域の解放 (free(x))

6. 手続き呼び出し (ppE⃗q)

ここで，式 E は変数か定数 nilのいずれかを表す．ま
た，コマンドには分岐命令と繰り返し命令がある．
1. 分岐命令 (if B then C1 else C2 fi)

2. 繰り返し命令 (while B do C od)

ここで，分岐条件 B は式の等式，またはその否定，
もしくは非決定的な条件 (‹)により与えられる．Bは
分岐条件の否定を表し，‹ ” ‹とする．modpCqは C

中に x :“ ¨ ¨ ¨ が出現するような xの集合を表す．
定義 2.1 (コマンド). コマンドの列 C を以下のよう
に定義する．

B ::“ ‹ | E “ E | E ‰ E

C ::“ ϵ | x:“E;C | y:“rxs;C | rxs:“E;C |

x:“ newpq;C | freepxq;C | ppE⃗q;C |

if B then C1 else C2 fi;C |

while B do C od;C

コマンド C1, C2 に対し，C1 ;C2 を以下で定義する．

C1 ;C2 “

$

&

%

c ;C2 C1 “ cのとき
c ; pC 1

1 ;C2q C1 “ c ;C 1
1のとき

ただし，cは原始的なコマンド，分岐命令，繰り返し
命令のいずれかであるとする．
2. 1. 2 プログラムの意味論
Val を値の集合とする．また，ヒープとして使用

可能なロケーションの集合を Loc とする．ここで，
Loc Ĺ Valかつ nil P ValzLocとする．
定義 2.2 (ヒープ・モデル). ヒープ・モデルは 2 項
組 ps, hqで表される．sはストア，hはヒープを表す．
ストア sは関数 s : Var Ñ Valである．ストア sに
おける式 E の解釈 JEKsを JxKs “ spxq, JnilKs “ nil

により定義し，さらに式の列 E⃗ に拡張する．
分岐条件の解釈はストアの集合によって以下の
ように定義する．任意の s について，s P J‹K．
s P JE1 “ E2K ô JE1Ks “ JE2Ks，s P JE1 ‰ E2K ôJE1Ks ‰ JE2Ks．
ヒープ h は有限部分関数 h : Loc Ñ Val である．

empは定義域が空であるヒープを表す．domphqで h

の定義域を表す．また，全てのヒープの集合を Heaps

で表す．
2 つのヒープ h1, h2 について，domph1q X

domph2q “ Hであるとき，それらは互いに素である
という．互いに素なヒープ h1, h2 間のヒープ合成演
算 h1 ˝ h2 は以下のように定義される．

ph1˝h2qplq “

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

h1plq l P domph1qのとき
h2plq l P domph2qのとき
undefined l R domph1q Y domph2q

のとき
h1, h2 が互いに素でなければ h1 ˝h2 は定義されない．
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定義 2.3 (操作的意味論). 各手続き呼び出しはスタッ
ク・フレーム pC, sq内で実行される．ここで，C は手
続き本体の残りの部分，sは手続き内の引数と局所変
数の値を記録するスタックを表す．スタック・フレー
ムの列を Ξで表す．また，Ξ1 ă Ξによって，ある Ξ2

があって，Ξ “ Ξ2 ¨ Ξ1 であることを表す．
プログラム実行時の状態は以下の κ によりモデル
化される．κ は非空なスタック・フレームの列 Ξ と
ヒープ h の 2 項組 pΞ, hq，もしくはメモリ・エラー
を表す状態 faultで表される．
プログラムの操作的意味論は図 1の規則によって，
状態に対する small-step 関係;により定義される．
ここで，n ステップの遷移を n

;，0 ステップ以上の
遷移を ˚

; と書く．また，ある n について状態 κ が
κ

n
; ppϵ, sq, hqを満たすとき，ps, hqを最終状態とい
い，κ n

; ps, hqと書く．

2. 2 表明の構文と意味論
P を述語の名前の集合 Pred上の変数とする．また，

arpP q で述語 P のアリティを表す．ただし，各述語
記号 P に対して，解釈 JP K Ď Heaps ˆ ValarpP q が与
えられているものとする．
定義 2.4 (シンボリック・ヒープ). ヒープ論理式 Σ

とストア論理式 Πは以下のように定義される．
Π ::“ E “ E | E ‰ E | Π ^ Π

Σ ::“ K | J | emp | x ÞÑ E | P pE⃗q | Σ ˚ Σ

ただし，P pE⃗qについて |E⃗| “ arpP qを満たすものと
する．シンボリック・ヒープ ϕ は以下のような形を
とる論理式である．

ϕ :“ Dx⃗.Π : Σ

x⃗は相異なる変数の列を表す．fvpϕqでシンボリッ
ク・ヒープ ϕに現れる自由変数の集合を表す．
シンボリック・ヒープは充足関係 |ùによりメモリ
の状態を記述する．
定義 2.5 (充足関係). スタックとヒープ，論理式との
間の充足関係は、図 2のように定義される．
定義 2.6 (エンテイルメント). シンボリック・ヒー
プ ϕ, ψ について，ϕ |ù ψ は任意の ps, hq について
ps, hq |ù ϕならば ps, hq |ù ψ を意味する．
本証明体系では，ホーア・トリプル tϕu C tψuを

対象としてプログラムの部分正当性を証明する．ここ
で，C は本章で定義したコマンドである．事前条件
ϕ，事後条件 ψはシンボリック・ヒープを用いて記述
される表明である．
定義 2.7 (妥当性). ps, hq |ù ϕ を満たす任意の
ps, hqについて，ppC, sq, hq

˚
; faultが成立せずかつ，

ppC, sq, hq の任意の最終状態 ps1, h1q が ps1, h1q |ù ψ

を満たすとき，かつそのときに限りホーア・トリプル
tϕu C tψuは妥当であるという．

3 循環証明体系
本章では再帰呼び出しを含む部分正当性のための
循環証明体系を定義する．
本体系の推論規則を図 3,4に示す．
図 3の Symbolic Execution Ruleは規則の結論か
ら前提の向きで見たとき，プログラムの先頭コマン
ドを一つ実行して，事前条件を変更する規則である．
図 4の Logical Ruleはそれ以外の標準的な分離論理
の規則である．
本体系では，循環証明体系を採用しているため，証
明の有限導出木において，公理でない葉が内部のノー
ドへの後方参照により閉じている可能性がある．した
がって，循環証明体系では，さらに健全性のための条
件を課す必要がある [5]．以下ではその条件を形式的
に述べる．
定義 3.1 (循環擬証明). 循環擬証明 pP, F qを，公理
ではない葉 tS1 ¨ ¨ ¨Snu を持つ導出木 P と Si p1 ď

i ď nqと同じトリプルをラベルに持つ内部ノードを
割り当てる写像 F の組とする．また，公理でない葉
の集合を Budとおく．
参照されたノードを識別することで，循環擬証明は
無限の導出木を循環グラフで表現したものとみなす
ことができる．循環擬証明 pP, F qのグラフを GP と
表す．GP はノードとして循環擬証明 pP, F q に現れ
る各ホーア・トリプル S と S を結論とする推論規則
の名前 r の組 pS, rqをもつ．GP は辺として以下の 2

種類の有向辺を持つ．
S P Budのとき：pS, rqから pF pSq, r1qへの辺
S R Budのとき：pS, rqから pS1, r1qへの辺
ただし， S1 は S を結論とする r の仮定とする
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ppx:“E;C, sq ¨ Ξ, hq ; ppC, srx ÞÑ JEKssq ¨ Ξ, hq

JxKs P domphq

ppy:“rxs;C, sq ¨ Ξ, hq ; ppC, sry ÞÑ hpJxKsqsq ¨ Ξ, hq

JxKs P domphq

pprxs:“E;C, sq ¨ Ξ, hq ; ppC, sq ¨ Ξ, hrJxKs ÞÑ JEKssq

l R domphq v Ă Val

ppx:“ newpq;C, sq ¨ Ξ, hq ; ppC, srx ÞÑ lsq ¨ Ξ, hrl ÞÑ vsq

JxKs P domphq

ppfreepxq;C, sq ¨ Ξ, hq ; ppC, sq ¨ Ξ, h ä domphq z tJxKsuq

s P JBK
ppif B then C1 else C2 fi;C, sq ¨ Ξ, hq ; ppC1;C, sq ¨ Ξ, hq

s P JBK
ppif B then C1 else C2 fi;C, sq ¨ Ξ, hq ; ppC2;C, sq ¨ Ξ, hq

s P JBK
ppwhile B do C od;C1, sq ¨ Ξ, hq ; ppC; while B do C od;C1, sq ¨ Ξ, hq

s P JBK
ppwhile B do C od;C1, sq ¨ Ξ, hq ; ppC1, sq ¨ Ξ, hq

bodyppq “ C1 paramsppq “ x⃗ |E⃗| “ |x⃗| s1 ä x⃗ “ px⃗ ÞÑ JE⃗Ksq

ppppE⃗q;C, sq ¨ Ξ, hq ; ppC1, s1q ¨ pC, sq ¨ Ξ, hq

Ξ ‰ ϵ

ppϵ, sq ¨ Ξ, hq ; pΞ, hq

JxKs R domphq

ppy:“rxs;C, sq ¨ Ξ, hq ; fault

JxKs R domphq

pprxs:“E;C, sq ¨ Ξ, hq ; fault

JxKs R domphq

ppfreepxq;C, sq ¨ Ξ, hq ; fault

図 1 操作的意味論

ps, hq |ù E1 “ E2 ô JE1Ks “ JE2Ks
ps, hq |ù E1 ‰ E2 ô JE1Ks ‰ JE2Ks
ps, hq |ù Π1 ^ Π2 ô ps, hq |ù Π1 かつ ps, hq |ù Π2

ps, hq |ù K ô false

ps, hq |ù J ô true

ps, hq |ù emp ô domphq “ H

ps, hq |ù x ÞÑ E ô domphq “ tJxKsuかつ hpJxKsq “ JEKs
ps, hq |ù P pE⃗q ô ph, JE⃗Ksq P JP K

ps, hq |ù Σ1 ˚ Σ2 ô Dh1, h2.h “ h1 ˝ h2 かつ ps, h1q |ù Σ1 かつ ps, h2q |ù Σ2

ps, hq |ù Π : Σ ô ps, hq |ù Π かつ ps, hq |ù Σ

ps, hq |ù Dx.ϕ ô Dv P Val.psrx ÞÑ vs, hq |ù ϕ

図 2 充足関係

定義 3.2 (progress point). P が循環擬証明であると
し，GP におけるパスを ν “ pS1, r1q, pS2, r2q, . . . と
する．ri が Symbolic Execution Ruleであるとき，i

は progress point であるという．
循環擬証明は以下の健全性条件を満たすときに限
り，妥当な証明であるとみなされる．
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(stop)

$ tϕu ϵ tψu
pϕ |ù ψq

(write)

$ tΠ : x ÞÑ E1 ˚ Σu C tψu

$ tΠ : x ÞÑ E ˚ Σu rxs – E1;C tψu

(assign)

$ tΠrx1{xs ^ x “ Erx1{xs : Σrx1{xsu C tψu

$ tΠ : Σu x – E;C tψu
px1 はフレッシュな変数 q

(read)

$ tΠrx1{xs ^ x “ Erx1{xs : py ÞÑ E ˚ Σqrx1{xsu C tψu

$ tΠ : y ÞÑ E ˚ Σu x – rys;C tψu
px1 はフレッシュな変数 q

(free)

$ tΠ : Σu C tψu

$ tΠ : x ÞÑ E ˚ Σu free(x);C tψu

(new)

$ tΠrx1{xs : x ÞÑ y ˚ Σrx1{xsu C tψu

$ tΠ : Σu x – new() ;C tψu
px1, y はフレッシュな変数 q

(if-nondet)

$ tϕu C1;C tψu $ tϕu C2;C tψu

$ tϕu if ‹ then C1 else C2 fi;C tψu

(if-det)

$ tΠ ^ B : Σu C1;C tψu $ tΠ ^ B̄ : Σu C2;C tψu

$ tΠ : Σu if B then C1 else C2 fi;C tψu

(while-nondet)

$ tϕu C1; while ‹ do C1 od;C tψu $ tϕu C tψu

$ tϕu while ‹ do C1 od;C tψu

(while-det)

$ tΠ ^ B : Σu C1; while B do C1 od;C tψu $ tΠ ^ B̄ : Σu C tψu

$ tΠ : Σu while B do C1 od;C tψu

(proc)

$ tϕu bodyppq tψu

$ tϕu ppx⃗qtψu
px⃗ “ paramsppq, localsppq X pfvpϕq Y fvpψqq “ Hq

図 3 Symbolic Execution Proof Rules

(bot)

$ tKu C tψu

(consequence)

$ tχu C tξu

$ tϕu C tψu
pϕ |ù χ, ξ |ù ψq

(frame)

$ tϕu C tψu

$ tϕ ˚ ξu C tψ ˚ ξu
pfvpξq X modpCq “ Hq

(subst)

$ tϕu C tψu

$ tϕrE{xsu C tψrE{xsu
px R varspCq, x P fvpψq ñ fvpEq X fvpCq “ Hq

(param)

$ tϕu ppE⃗q tψu

$ tϕrE{xsu ppE⃗rE{xsq tψrE{xsu

(seq)

$ tϕu C1 tχu $ tχu C2 tψu

$ tϕu C1;C2 tψu

(Dvar)

$ tϕry{xsu C tψu

$ tDx.ϕu C tψu
py はフレッシュな変数 q

図 4 Logical Proof Rules

定義 3.3 (循環証明). 循環擬証明 P について，GP に
おける全ての無限パス ν が無限の progress pointを
もつとき，P は循環証明であるという．
健全性条件は，大域トレース条件 [5]と呼ばれる条
件に対応する．この条件は Büchi オートマトンの包

含問題に帰着することで決定可能となることが知ら
れている [4].

4 提案体系における証明例
本章では 1 章で紹介した例を本提案体系で証明で
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きることを示す．

例 1.

以下はリストを先頭の要素から順に走査していく
が，各ループの段階で非決定的に skip文 (ϵで表され
る)を実行するプログラムである．

while ‹ do if x “ nil then ϵ

else x :“ rxs; od; ϵ

以下のトリプルを考える．
tListpxqu

while ‹ do if x “ nil then ϵ

else x :“ rxs; od; ϵ

tListpxqu

このプログラムは，リストの走査が終了しても分岐
命令の if 節が繰り返し実行される可能性があり，停
止しない可能性があるため，Roweらの体系では証明
できない．しかし，部分正当性の意味では妥当なトリ
プルである．実際，我々の体系において図 5 のよう
に証明できる．(ここで，図中の p:qや p˚qが付され
たトリプルは Budに属する葉とそれに対応する内部
ノードを示す.また，図中の C は分岐命令の全体を，
C 1 は分岐命令の else節を指す．) また，図 5の証明
は健全性条件を満たしている．

例 2.

相互再帰を含む手続き f, g, hを以下の通り定義する．
void fpint x, int y, int zqt

if x “ 0 then gpx, y, zq;

else hpx, y, zq; u

void gpint x, int y, int zqt

if y “ 0 then rzs :“ 0;

else y :“ y ´ 1; hpx, y, zq; u

void hpint x, int y, int zqt

if x “ 0 then y :“ y ´ 1; gpx, y, zq;

else x :“ x ´ 1; fpx, y, zq; u

以下のトリプルを考える．
tJu z :“ newpq; fpx, y, zqtz ÞÑ 0u

このプログラムは，x ă 0の場合停止しない可能性が
あるが，部分正当性の意味で妥当なトリプルであり，
図 6 のように証明できる．(例 1 と同様に図中の p:q

や p˚qが付されたトリプルは Budに属する葉とそれ
に対応する内部ノードを示す．)また，図 6の証明は
健全性条件を満たしている．

5 健全性
本章では提案する体系が健全であることを示す．
準備として，非負整数 n について以下のような性
質 n-invalidを定義する．
定義 5.1 (n-invalid). tϕuCtψu が n-invalid である
とは，あるモデル ps, hq に対して，ppC, sq, hq

n
;

ppϵ, s1q, h1qなる最終状態 ps1, h1qが存在し，ps, hq |ù ϕ

かつ ps1, h1q ��|ù ψ を満たす，もしくは ppC, sq, hq
n
;

faultを満たす事をいう．
補題 5.1. tϕuCtψuが妥当でないことと tϕuCtψuが
ある nについて n-invalidであることは同値である．

Proof. 定義 5.1より明らかである．

健全性の証明のために，まず以下の命題を示す．
命題 5.1 (局所健全性). 各推論規則 rの適用について
S を rの結論とし，S が n-invalidであると仮定する．
このとき，m ď n なるある m に対して，m-invalid

であるような r の前提 S1 が存在する．特に，r が
Symbolic Execution Rule であるとき，m ă nなる
mに対してm-invalidであるような rの前提 S1 が存
在する．
証明は付録 Aに記載する．
以上より以下を得る．
定理 5.1 (健全性). $ tϕu C tψuが循環証明を持つ
ならば，tϕu C tψuは妥当な表明である．

Proof. $ tϕu C tψuが循環証明Pを持ち，tϕu C tψu

が妥当でないと仮定する．補題 5.1より，tϕu C tψu

はある n に対して n-invalid である．循環証明 P が
存在することから，命題 5.1より，tϕu C tψuから始
まる妥当でない表明のパス ν が存在する．ν が有限
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図 5 部分正当性のみ満たす例

図 6 相互再帰を含む例

であるとすると，axiomでパス ν が止まっているが，
これは命題 5.1 に矛盾する．ゆえに ν は無限パスで
ある．
P は妥当な循環証明であるから，大域トレース
条件より，無限パス ν において無限回の Symbolic

Execution Proof Rule を適用していなければならな
い．ここで，命題 5.1 より，無限パス ν における n

の無限降下が生じ，矛盾．よって tϕu C tψuは妥当
な表明である．

6 まとめと今後の課題
本論文では，分離論理の部分正当性のための循環
証明体系を提案し，その健全性を示した．体系の構築
にあたって，健全性条件のための progress point を
プログラムの先頭のコマンドを実行するような推論
規則 (Symbolic Execution Proof Rule) を適用する
箇所と定義した．健全性，局所健全性の証明にあたっ
て，実行系列のステップ数が n であるような妥当で
ないホーア・トリプルを表す n-invalidという性質を
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用いた．我々の提案体系により，Roweらの体系では
証明できない，停止しない可能性があるが部分正当性
の意味で妥当なホーア・トリプルを証明することがで
きるようになる．
並行分離論理 [2] [9]は分離論理を並行プログラムに
対して拡張した体系である．並行分離論理では複数の
スレッドを並行に動作させた際の仕様を証明するこ
とができる．Brotherston の体系 SLLP [3] では，分
割可能な権限値 (fractional permission) と弱分離連
言によって，あるスレッドが共有メモリの特定の領
域に対して持つアクセス権限をより詳細に表現する．
SLLP ではこれらの機構に加えてラベルによって，権
限値の分割と合併を表現する．今後の課題としては，
我々の提案する分離論理の部分正当性のための循環
証明体系に権限値とラベルを導入することによって，
並行分離論理を扱えるよう拡張し，再帰呼び出しを含
むポインタをもつ並行プログラムのメモリ安全性を
循環証明体系において証明できることを示すことが
挙げられる．
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A 命題 5.1の証明
以下では，命題 5.1の証明を示す．
まず，命題 5.1 の証明のために以下の補題を用意
する．
補題 A.1. ppC, sq, hq

n
; ps1, h1qかつ x R fvpCqなら

ば，ppC, srx ÞÑ vsq, hq
n
; ps1rx ÞÑ vs, h1q.

Proof. nに関する帰納法による．

補 題 A.2. s “localsppq Y paramsppq s1 か つ
ppbodyppq, sq, hq

n
; ps1, h1q ならば，s1 に対して

s1 “localsppq Y paramsppq s
1
1 であるような s1

1 が存在し
て，ppbodyppq, s1q, hq

n
; ps1

1, h1qを満たす．

Proof. 補題 A.1 と，fvpbodyppqq Ď localsppq Y

paramsppqより．

補題 A.3. Ξ1 ă Ξであるようなスタック・フレーム
の列 Ξ，Ξ1 とヒープ hについて pΞ, hq

n
; ppϵ, s1q, h1q

ならば，m1 `m2 “ nなるm1，m2 と h2 が存在し，
pΞ, hq

m1
; pΞ1, h2q

m2
; ppϵ, s1q, h1q を満たす．ただし，

Ξ1 は非空であるとする．

Proof. Ξ “ pC, sq ¨ Ξ1 の場合を示せば十分である．n
に関する帰納法による．

補題 A.4. ppC1;C2, sq, hq
n
; ps1, h1q ならば，

ppC1, sq, hq
m
; ps2, h2qなる ps2, h2qとm ď nが存在

して，ppC1;C2, sq, hq
m
; ppC2, s

2q, h2q
n´m
; ps1, h1q

Proof. 実行系列 ppC1;C2, sq, hq
n
; ps1, h1q のステッ

プ数 nに関する帰納法により示す．
(基底部分) 　 n “ 0 の場合. s2, h2 として s1, h1

をとる．n “ 0 であるから，定義 2.3 より，
ppC1;C2, sq, hq

0
; ppC2, s

1q, h1q
0
; ps1, h1q が成

り立つ．
(帰納部分) 　 n ą 0 の場合. ppC1;C2, sq, hq

n
;

ps1, h1q より，実行系列を ppC1;C2, sq, hq
1
;

pΞ, h1q
n´1
; ps1, h1qの形であるとする．

Case1. C1 “ ppxq;C 1
1 の場合．この時，定

義 2.3 より実行系列の最初のステップ
は ppppxq;C 1

1;C2, sq, hq ; ppbodyppq, ŝq ¨

pC 1
1;C2, sq, hq の形を取る．(このとき

Ξ “ pbodyppq, ŝq ¨ pC 1
1;C2, sq) ここで，補

題 A.3 より，ppĈ1, ŝq ¨ pC 1
1;C2, sq, hq ;

ppC 1
1;C2, sq, ĥq

m
; ps1, h1q なる ĥ が存在

する．ここで，m ď n ´ 1 ă n よ
り帰納法の仮定から ppC 1

1;C2, sq, ĥq
m1
;

ppC2, ŝ2q, ĥ2qなる ŝ2, ĥ2 と m1 ď mが存在
し，ppC 1

1;C2, sq, ĥq
m1
; ppC2, ŝ2q, ĥ2q

m´m1
;

ps1, h1qを満たす．よって，s2 “ ŝ2, h2 “ ĥ2

とすれば，題意を満たす．
Case2. その他の場合．この時，C1 “

c;C 1
1 とおくと，定義 2.3 より実行系列

の最初のステップは ppc;C 1
1;C2, sq, hq ;

ppC2
1 ;C

1
1;C2, s

1
1q, h1

1q の 形 を 取 る ．今 ，
ppc;C 1

1;C2, sq, hq ; ppC2
1 ;C

1
1;C2, s

1
1q, h1

1q
n´1
;

ps1, h1q が成り立っている．ここで，帰
納法の仮定より，ppC2

1 ;C
1
1;C2, s

1
1q, h1

1q
m
;

ppC2, ŝ2q, ĥ2q なる ŝ2, ĥ2 と m ď n ´

1 ă n が存在し，ppC2
1 ;C

1
1;C2, s

1
1q, h1

1q
m
;

ppC2, ŝ2q, ĥ2q
n´1´m
; ps1, h1qを満たす．よっ

て，s2 “ ŝ2, h2 “ ĥ2 とすれば，題意を満
たす．

補題 A.5. ppC1;C2, sq, hq
n
; faultならば以下のい

ずれかが成立する．
Case 1. ppC1, sq, hq

n
; fault

Case 2. ppC1, sq, hq
m
; ps2, h2q なる ps2, h2q

と m ď n が存在して，ppC1;C2, sq, hq
m
;

ppC2, s
2q, h2q

n´m
; fault

Proof. 補題 A.4と同様．

補題 A.6. 1. pΞ, hq
n
; ps1, h1q，h “ h1 ˝ h2 ならば

以下のいずれかが成立する．
Case 1. h1 “ h1

1˝h2なる h1
1があって，pΞ, h1q

n
;

ps1, h1
1q．

Case 2. あるm ď nがあって，pΞ, h1q
m
; fault．

2. pΞ, hq
n
; fault，h “ h1 ˝ h2 ならば，ある
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m ď nがあって，pΞ, h1q
m
; fault．

Proof. 1. nに関する帰納法による．
n “ 0のとき，すなわち Ξ “ pϵ, s1qかつ h “ h1 の
とき，h1

1 “ h1 とすれば Case 1が成立する．
n ą 0のとき，実行系列の最初のステップの形で場
合分けをする．y – rxs，rxs – E，free(x)以外の
場合は帰納法の仮定から簡単に示せる．
Ξ “ py – rxs;C 1, sq ¨ Ξ1 のとき，最初のステ

ップは，ppy – rxs;C 1, sq ¨ Ξ1, hq ; ppC 1, sry ÞÑ

hpJxKsqsq ¨ Ξ1, hq
n´1
; ps1, h1qの形である．JxKs P domph1q のとき，ppy – rxs;C 1, sq ¨

Ξ1, h1q ; ppC 1, sry ÞÑ h1pJxKsqsq ¨Ξ1, h1qであり，帰
納法の仮定より，(Case 1.) ppC 1, sry ÞÑ h1pJxKsqsq ¨

Ξ1, h1q
n´1
; ps1, h1

1q かつ h1 “ h1
1 ˝ h2 なる h1

1 が
存在するか，(Case 2.) ある m ď n ´ 1 があって
ppC 1, sry ÞÑ h1pJxKsqsq ¨ Ξ1, h1q

m
; fault．

rxs – E，free(x)の場合も同様である．
2. nに関する帰納法による．

以下では命題 5.1を適用される規則ごとに証明する．

Proof. （命題 5.1の証明）

Symbolic Execution Proof Rules

(STOP)

$ tϕu ϵ tψu
pϕ |ù ψq

ϕ |ù ψ が成り立つから，tϕu ϵ tψuは妥当である．
(WRITE)

$ tΠ : x ÞÑ E1
˚ Σu C tψu

$ tΠ : x ÞÑ E ˚ Σu rxs – E1;C tψu

結論 tΠ : x ÞÑ E ˚Σu C tψuが n-invalidであると
すると，ps, hq |ù Π : x ÞÑ E ˚ Σなる s, hが存在し，
pprxs – E1;C, sq, hq

n
; ps1, h1q��|ùψまたは， n

; fault

である．
ここで，h2 “ hrJxKs ÞÑ JE1Kssとおく．
まず，ps, h2q |ù Π : x ÞÑ E1 ˚Σであることを示す．

定義 2.5より,

ps, hq |ù Π : x ÞÑ E ˚ Σ

ôps, hq |ù Πかつ，ある h1, h2 があって
h “ h1 ˝ h2 かつ ps, h1q |ù x ÞÑ E

かつ ps, h2q |ù Σ

ôps, hq |ù Πかつ，ある h1, h2 があって
domph1q “ tJxKsu かつ h1pJxKsq “ JEKs
かつ ps, h2q |ù Σ

ここで，h2 “ hrJxKs ÞÑ JE1Kssかつ JxKs P domph1q

であるから，ある h1
1 Ď hが存在して，

h2
“ h1

1 ˝ h2 s.t.

domph1
1q “ tJxKsu かつ h1

1pJxKsq “ JE1Ks
かつ ps, h2q |ù Σ

が成り立つ．ゆえに
ps, h2

q |ù Πかつ，ある h1, h2 があって
h2

“ h1
1 ˝ h2 かつ ps, h1

1q |ù x ÞÑ E1

かつ ps, h2q |ù Σ

ôps, h2
q |ù Π : x ÞÑ E1

˚ Σ

さらに，JxKs P domphq より，定義 2.3 から，実
行系列において pprxs – E;C, sq, hqp“ κ0q ; κ1 と
なる κ1 は ppC, sq, h2q のみである．よって，κ0 ;

ppC, sq, h2q
n´1
; ps1, h1q ��|ù ψ または n´1

; fault であ
る．よって，規則の仮定 tΠ : x ÞÑ E1 ˚ Σu C tψuは
pn´ 1q-invalidである．
(ASSIGN)

$ tΠrx1
{xs ^ x “ Erx1

{xs : Σrx1
{xsu C tψu

$ tΠ : Σu x – E;C tψu

px1 はフレッシュな変数 q

規則の結論 tΠ : Σu x – E;C tψuが n-invalidで
あるとすると，ps, hq |ù Π : Σ なる s, h が存在し，
ppx – E;C, sq, hq

n
; ps1, h1q ��|ù ψ または， n

; fault

である．
ここで，s2 “ srx1 ÞÑ JxKssrx ÞÑ JEKssとおく．
まず，ps2, hq |ù Πrx1{xs ^ x “ Erx1{xs : Σrx1{xs
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であることを示す．
ps, hq |ù Π : Σ

ôpsrx1
ÞÑ JxKss, hq |ù Πrx1

{xs : Σrx1
{xs

（7 x1 はフレッシュ）
ôpsrx1

ÞÑ JxKssrx ÞÑ JEKss, hq |ù Πrx1
{xs : Σrx1

{xs

（7 x R fvpΠrx1
{xs : Σrx1

{xsq）
ここで，s2 “ srx1 ÞÑ JxKssrx ÞÑ JEKss なので，JxKs2 “ JEKsと JErx1{xsKs2 “ JEKsより，JxKs2 “JErx1{xsKs2．ゆえに

ps2, hq |ù Πrx1
{xs ^ x “ Erx1

{xs : Σrx1
{xs

一方，実行系列は定義 2.3より ppx – E;C, sq, hq ;

ppC, srx ÞÑ JEKssq, hq
n´1
; κp“ ps1, h1qまたは faultq

の形に限られる．x1 はフレッシュなので，補題 A.1

より，ppC, srx ÞÑ JEKssrx1 ÞÑ JxKssq, hq
n´1
; κ1p“

ps1rx1 ÞÑ JxKss, h1qまたは faultqが成り立つ．x ‰ x1

より srx ÞÑ JEKssrx1 ÞÑ JxKss “ s2 であり，さらに，
ps1, h1q��|ùψと x1 R fvpψqより ps1rx1 ÞÑ JxKss, h1q��|ùψ

であるから，規則の仮定 tΠrx1{xs ^ x “ Erx1{xs :

Σrx1{xsu C tψuは pn´ 1q-invalidである．
(READ)

$ Πrx1
{xs ^ x “ Erx1

{xs : py ÞÑ E ˚ Σqrx1
{xsu C tψu

$ tΠ : y ÞÑ E ˚ Σu x – rys;C tψu

px1 はフレッシュな変数 q

規則の結論 tΠ : y ÞÑ E ˚ Σu x – rys;C tψu が
n-invalidであるとすると，ps, hq |ù Π : y ÞÑ E ˚Σな
る s, hが存在し，ppx – rys;C, sq, hq

n
; ps1, h1q ��|ù ψ

または， n
; faultである．

ここで，s2 “ srx1 ÞÑ JxKssrx ÞÑ hpJyKsqs とおく．
まず，ps2, hq |ù Πrx1{xs ^ x “ Eirx

1{xs : py ÞÑ

E ˚ Σqrx1{xsであることを示す．
ps, hq |ù Π : y ÞÑ E ˚ Σ

ôpsrx1
ÞÑ JxKss, hq |ù Πrx1

{xs : py ÞÑ E ˚ Σqrx1
{xs

(7 x1 はフレッシュ)

ôpsrx1
ÞÑ JxKssrx ÞÑ JEKss, hq

|ù Πrx1
{xs : py ÞÑ E ˚ Σqrx1

{xs

ここで，s2 “ srx1 ÞÑ JxKssrx ÞÑ JEKss なので，JxKs2 “ JEKsと JErx1{xsKs2 “ JEKs より，JxKs2 “JErx1{xsKs2．ゆえに，
ps2, hq |ù Πrx1

{xs ^ x “ Erx1
{xs : py ÞÑ E ˚ Σqrx1

{xs

一方，JyKs P domphqなので，実行系列は定義 2.3よ

り，ppx – rys;C, sq, hq ; ppC, srx ÞÑ JEKssq, hq
n´1
;

κp“ ps1, h1qまたは faultqの形に限られる．x1はフレッ
シュなので，補題 A.1より，ppC, srx ÞÑ JEKssrx1 ÞÑJxKssq, hq

n´1
; κ1p“ ps1rx1 ÞÑ JxKss, h1qまたは faultq

が成り立つ．x ‰ x1 より srx ÞÑ JEKssrx1 ÞÑ JxKss “

s2 であり，さらに，ps1, h1q ��|ù ψ と x1 R fvpψq より
ps1rx1 ÞÑ JxKss, h1q ��|ù ψ であるから，規則の仮定
tΠrx1{xs ^ x “ Erx1{xs : py ÞÑ E ˚ Σqrx1{xsu C tψu

は pn´ 1q-invalidである．
(FREE)

$ tΠ : Σu C tψu

$ tΠ : x ÞÑ E ˚ Σu free(x);C tψu

規則の結論 tΠ : x ÞÑ E ˚ Σu free(x);C tψu が
n-invalidであるとすると，ps, hq |ù Π : x ÞÑ E ˚Σな
る s, hが存在し，ppfree(x);C, sq, hq

n
; ps1, h1q��|ùψ

または， n
; faultである．

ここで，h2 “ h æ domphqztJxKsuとおく．
まず，ps, h2q |ù Π : Σであることを示す．定義 2.5

より,

ps, hq |ù Π : x ÞÑ E ˚ Σ

ôps, hq |ù Πかつ，ある h1, h2 があって
h “ h1 ˝ h2 かつ domph1q “ tJxKsu かつ
h1pJxKsq “ JEKsかつ ps, h2q |ù Σ

ここで，h2 “ h æ domphqztJxKsuであるから，
h2

“ h2 かつ ps, h2
q |ù Σ

が成り立つ．ゆえに
ps, h2

q |ù Π : Σ

が成り立つ．
ここで，JxKs P domphqなので，ppfree(x);C, sq, hqqp“

κ0q ; κ1 となる κ1 は ppC, sq, h2q のみである．
よって，κ0 ; ppC, sq, h2q

n´1
; ps1, h1q ��|ù ψ または

n´1
; faultである．よって，規則の仮定 tΠ : Σu C tψu

は pn´ 1q-invalidである．
(NEW)

$ tΠrx1
{xs : x ÞÑ y ˚ Σrx1

{xsu C tψu

$ tΠ : Σu x – new() ;C tψu

(x1 と y はフレッシュな変数)

規則の結論 tΠ : Σu x – new() ;C tψu が n-

invalidであるとすると，ps, hq |ù Π : Σなる s, hが存
在し，ppx – new() ;C, sq, hq

n
; ps1, h1q ��|ù ψ または，
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n
; faultである．定義 2.3より，この実行系列の最初
のステップは，l R domphqなる lと v P Valがあって，
ppx – new() ;C, sq, hq ; ppC, srx ÞÑ lsq, hrl ÞÑ vsq

の形である．
この l, vに対して，s2 “ srx1 ÞÑ JxKssrx ÞÑ ls, h2 “

hrl ÞÑ vsとおく．
まず，ps2, h2q |ù Πrx1{xs : x ÞÑ v ˚Σrx1{xsである
ことを示す．

ps, hq |ù Π : Σ

ôpsrx1
ÞÑ JxKss, hq |ù Πrx1

{xs : Σrx1
{xs

(7 x1 はフレッシュ)

ñpsrx1
ÞÑ JxKssrx ÞÑ ls, hrl ÞÑ vsq

|ù Πrx1
{xs : x ÞÑ v ˚ Σrx1

{xs

(7 l R domphq)

ここで，s2 “ srx1 ÞÑ JxKssrx ÞÑ ls，h2 “ hrl ÞÑ vs

であるから，
ps2, h2

q |ù Πrx1
{xs : x ÞÑ v ˚ Σrx1

{xs

が成り立つ．
一方，実行系列 ppC, srx ÞÑ lsq, hrl ÞÑ vsq

n´1
;

ps1, h1qまたは faultに対して補題 A.1を適用すると，
x1はフレッシュより，ppC, srx ÞÑ lsrx1 ÞÑ JxKss, hrl ÞÑ

vsq
n´1
; s1rx1 ÞÑ JxKss, h1q または fault が成り立

つ．x ‰ x1 より srx ÞÑ lsrx1 ÞÑ JxKss “ s2 で
あり，ps1, h1q ��|ù ψ と x1 R fvpψq であることより
(s1rx1 ÞÑ JxKss, h1q ��|ù ψ であるから，規則の仮定
tΠrx1{xs : x ÞÑ y ˚Σrx1{xsu C tψuは pn´1q-invalid

である．
(IF-DET)

$ tΠ ^B : Σu C1;C tψu $ tΠ ^ B̄ : Σu C2;C tψu

$ tΠ : Σu if B then C1 else C2 fi;C tψu

規則の結論
tΠ : Σu if B then C1 else C2 fi;C tψu

が n-invalidであるとすると，ps, hq |ù Π : Σなる s, h

が存在し，ppif B then C1 else C2 fi;C, sq, hq
n
;

ps1, h1q ��|ù ψ または， n
; faultである．

s P JBK のとき．定義 2.3 より，実行系列は，
pif B then C1 else C2 fi;C, sq, hq

; ppC1;C, sq, hq
n´1
; ps1, h1q または fault の形に

限られる．ps, hq |ù Π ^ B : Σ であるから，仮定
tΠ ^B : Σu C1;C tψuは pn´ 1q-invalidである．

s P JB̄K のとき．定義 2.3 より，実行系列は，
pif B then C1 else C2 fi;C, sq, hq

; ppC2;C, sq, hq
n´1
; ps1, h1q または fault の形に

限られる．ps, hq |ù Π ^ B̄ : Σ であるから，仮定
tΠ ^ B̄ : Σu C2;C tψuは pn´ 1q-invalidである．
(IF-NONDET)

$ tϕu C1;C tψu $ tϕu C2;C tψu

$ tϕu if ‹ then C1 else C2 fi;C tψu

規則の結論 tϕu if ‹ then C1 else C2 fi;C tψu

が n-invalidであるとすると，ps, hq |ù ϕなる s, hが
存在し，ppif ‹ then C1 else C2 fi;C, sq, hq

n
;

ps1, h1q ��|ù ψ または， n
; fault である．定義

2.3 より，実行系列の最初のステップ pif ‹

then C1 else C2 fi;C, sq, hq ; κ の κ は
ppC1;C, sq, hq または ppC2;C, sq, hq のいずれかで
ある．

ppC1;C, sq, hq の と き ，ps, hq |ù ϕ で あ り，
ppC1;C, sq, hq

n´1
; ps1, h1q ��|ù ψ または faultなので，

規則の仮定 tϕu C1;C tψuは pn´ 1q-invalidである．
ppC2;C, sq, hq のときも同様に，規則の仮定

tϕu C2;C tψuは pn´ 1q-invalidである．
(WHILE-DET)

$ tΠ ^B : Σu C 1; while B do C 1
od;C tψu

$ tΠ ^ B̄ : Σu C tψu

$ tΠ : Σu while B do C 1
od;C tψu

規則の結論 tΠ : Σu while B do C 1 od;C tψuが
n-invalidであるとすると，ps, hq |ù Π : Σなる s, hが
存在し，ppwhile π do C 1 od;C, sq, hq

n
; ps1, h1q��|ùψ

または， n
; faultである．

s P JBKのとき．定義 2.3より，実行系列は，
ppwhile B do C 1 od;C, sq, hq

; ppC 1; while B do C 1 od;C, sq, hq
n´1
; ps1, h1q ま

たは faultである．ps, hq |ù Π^B : Σであるから，規
則の仮定 tΠ ^ B : Σu C 1; while B do C 1 od;C tψu

は pn´ 1q-invalidである．
s P JB̄Kのとき．定義 2.3より，実行系列は，

ppwhile B do C 1 od;C, sq, hq ; ppC, sq, hq
n´1
;

ps1, h1q または fault である．ps, hq |ù Π ^ B̄ : Σ

であるから，規則の仮定 tΠ ^ B̄ : Σu C tψu は
pn´ 1q-invalidである．
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(WHILE-NONDET)

$ tϕu C 1; while ‹ do C 1
od;C tψu $ tϕu C tψu

$ tϕu while ‹ do C 1
od;C tψu

規則の結論 tϕu while ‹ do C 1 od;C tψu が n-

invalid であるとすると，ps, hq |ù ϕ なる s, h が存
在し，ppwhile ‹ do C 1 od;C, sq, hq

n
; ps1, h1q ��|ù ψ

または， n
; fault である．定義 2.3 より，最初のス

テップ ppwhile ‹ do C 1 od;C, sq, hq ; κ の κ は，
ppC 1; while ‹ do C 1 od;C, sq, hqまたは ppC, sq, hq

のいずれかである．
κ “ ppC 1; while ‹ do C 1 od;C, sq, hq のとき，

ps, hq |ù ϕ であり，κ n´1
; ps1, h1q または fault なの

で，規則の仮定 tϕu C 1; while ‹ do C 1 od;C tψuは
pn´ 1q-invalidである．
κ “ ppC, sq, hq のとき，ps, hq |ù ϕ であり，κ n´1

;

ps1, h1qまたは faultなので，規則の仮定 tϕu C tψu

は pn´ 1q-invalidである．
(PROC)

$ tϕu bodyppq tψu

$ tϕu ppx⃗qtψu

px⃗ “ paramsppq, localsppq X pfvpϕq Y fvpψqq “ Hq

規則の結論 tϕu ppx⃗qtψuが n-invalidであるとする
と，ps, hq |ù ϕ なる s, h が存在し，ppppx⃗q, sq, hq

n
;

ps1, h1q��|ùψ または， n
; faultである．定義 2.3より，

ある s2 が存在して，実行系列の最初のステップは
ppppx⃗q, sq, hq ; ppbodyppq, s2q ¨ pϵ, sq, hqの形である．
(ただし，Jx⃗Ks “ Jx⃗Ks2) さらに，ある s2

1 が存在して
ppbodyppq, s2q ¨ pϵ, sq, hq

n´2
; ppϵ, s2

1q ¨ pϵ, sq, h1q ;

ppϵ, sq, h1q，もしくは ppbodyppq, s2q ¨ pϵ, sq, hq
n´1
;

faultの形である．
ここで，localsppq “ y⃗とおいて s3 “ sry⃗ ÞÑ Jy⃗Ks2s

なる s3 を取る．このとき，localsppq X fvpϕq “ HとJx⃗Ks “ Jx⃗Ks2 より s3, h |ù ϕが成り立つ．
補題 A.2 より，s2

1 “localsppqYparamsppq s
3
1 である

ような s3
1 があって，ppbodyppq, s3q ¨ pϵ, sq, hq

n´2
;

ppϵ, s3
1 q ¨ pϵ, sq, h1q ; ppϵ, sq, h1q，も し く は

ppbodyppq, s3q ¨ pϵ, sq, hq
n´2
; faultを得る．

ここで，仮定より最終状態 κ について κ “

ps, h1q ��|ù ψ もしくは κ “ faultが成り立つ．
ここで，localsppq “ varspbodyppqq z paramsppq，

localsppq X fvpϕq “ H より ppbodyppq, s3q, hq
n´2
;

ppϵ, s3
1 q, h1qもしくは ppbodyppq, s3q, hq

n´1
; faultを

得る．これと，localsppq X fvpψq “ H，s3 “ sry⃗ ÞÑJy⃗Ks2sより，s3
1 は localsppqを除いて sと一致してい

るから ppϵ, s3
1 q, h1q��|ùψを得る．よって，規則の仮定

tϕu bodyppq tψuは，pn´ 2q- または pn´ 1q-invalid

である．

Logical Proof Rules

(CONSEQUENCE)

$ tχu C tξu

$ tϕu C tψu

pϕ |ù χ, ξ |ù ψq

規則の結論 tϕu C tψu が n-invalid であるとす
ると，ps, hq |ù ϕ なる s, h が存在し，ppC, sq, hq

n
;

ps1, h1q ��|ù ψ または， n
; faultである．

ps, hq |ù ϕ と ϕ |ù χ より，ps, hq |ù χ であり，ま
た ps1, h1q ��|ù ψ と ξ |ù ψ より，ps1, h1q ��|ù ξ であるか
ら，規則の仮定 tχu C tξu は n-invalidである．
(FRAME)

$ tϕu C tψu

$ tϕ ˚ ξu C tψ ˚ ξu

pfvpξq XmodpCq “ Hq

規則の結論 tϕ ˚ ξu C tψ ˚ ξu が n-invalid であ
るとすると，ps, hq |ù ϕ ˚ ξ なる s, h が存在し，
ppC, sq, hq

n
; ps1, h1q ��|ù ψ ˚ ξ または， n

; fault で
ある．また，ps, hq |ù ϕ ˚ ξ より，ある h1, h2 があっ
て，h “ h1 ˝ h2，ps, h1q |ù ϕ，ps, h2q |ù ξ が成り
立つ．

ppC, sq, hq
n
; ps1, h1qのとき．補題 A.6.1より，(a)

h1 “ h1
1˝h2なる h1

1があって，ppC, sq, h1q
n
; ps1, h1

1q，
または (b) ある m ď n があって，ppC, sq, h1q

m
;

fault，のいずれかが成り立つ．
(a) のとき，ps1, h1

1q |ù ψとすると，ps1, h1q |ù ψ ˚ξ

となり矛盾．よって，ps1, h1
1q ��|ù ψ なので，規則の仮

定 tϕu C tψuは n-invalidである．
(b) のとき，規則の仮定 tϕu C tψuはm-invalidで

ある．
ppC, sq, hq

n
; faultのとき．補題 A.6.2より，ある

m ď n があって ppC, sq, h1q
n
; fault なので，規則
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の仮定 tϕu C tψuはm-invalidである．
(SUBST)

$ tϕu C tψu

$ tϕrE{xsu C tψrE{xsu

px R varspCq, x P fvpψq ñ E R varspCqq

規則の結論 tϕrE{xsu C tψrE{xsu が n-invalid で
あるとすると，ps, hq |ù ϕrE{xs なる s, h が存在し，
ppC, sq, hq

n
; ps1, h1q ��|ù ψrE{xsまたは， n

; faultで
ある．
s2 “ srx ÞÑ JEKss とおくと，ps2, hq |ù ϕ が成り
立つ．
x R varspCq より補題 A.1 から ppC, s2q, hq

n
;

ps1rx ÞÑ JEKss, h1qを得る．
fvpEq X fvpCq “ H のとき，fvpEq の値は

ppC, sq, hq
n
; ps1, h1q で不変．ゆえに JEKs “ JEKs1．

よって，ps1rx ÞÑ JEKss, h1q ��|ù ψ．
x R fvpψq のとき，ps1rx ÞÑ JEKs1s, h1q ��|ù ψ より

ps1rx ÞÑ JEKss, h1q ��|ù ψ．
したがって，いずれの場合も規則の仮定 tϕu C tψu

は n-invalidである．
(PARAM)

$ tϕu ppE⃗q tψu

$ tϕrE{xsu ppE⃗rE{xsq tψrE{xsu

規則の結論 tϕrE{xsu ppE⃗rE{xsq tψrE{xsu が n-

invalidであるとすると，ps, hq |ù ϕrE{xsなる s, hが
存在し，ppppE⃗rE{xsq, sq, hq

n
; ps1, h1q ��|ù ψrE{xs ま

たは， n
; faultである．

定義 2.3より ppppE⃗rE{xsqsq, hqからの実行系列は
ppppE⃗rE{xsq, sq, hq ; ppbodyppq, rx⃗ ÞÑ JE⃗rE{xsKssq¨

pϵ, sq, hq
m
; ppϵ, ŝq ¨ pϵ, sq, h1q

m1
; ps, h1qと表せる．(た

だし，1 `m`m1 “ n)

ここで，rx⃗ ÞÑ JE⃗rE{xsKss “ JE⃗Ksrx ÞÑ JEKss “JE⃗Ks2 であることと，定義 2.3より，
ppppE⃗q, s2q, h2q ; ppbodyppq, rx⃗ ÞÑ JE⃗Ks2sq ¨

pϵ, s2q, h2q
m
; ppϵ, ŝq ¨ pϵ, s2q, h1q

m1
; ps2, h1q を得る．

ここで，ps, h1q ��|ù ψrE{xsより，ps2, h1q ��|ù ψ が成り
立つ．よって，規則の仮定 tϕu ppE⃗q tψuは n-invalid

である．

(DVAR)

$ tϕry{xsu C tψu

$ tDx.ϕu C tψu

（y はフレッシュな変数）
規則の結論 tDx.ϕu C tψu が n-invalidであるとす
ると，ps, hq |ù Dx.ϕなる s, hが存在し，ppC, sq, hq

n
;

ps1, h1q��|ùψ または， n
; faultである．定義 2.5より，

ある v P Valがあって，psrx ÞÑ vs, hq |ù ϕである．
s2 “ sry ÞÑ vsとおくと，ps2, hq |ù ϕry{xsが成り
立つ．
yはフレッシュなので，補題A.1より，ppC, s2q, hq

n
;

ps1ry ÞÑ vs, h1q または， n
; fault である．y R fvpψq

より，ps1ry ÞÑ vs, h1q ��|ù ψ．したがって，規則の仮定
tϕry{xsu C tψuは n-invalidである．
(SEQ)

$ tϕu C1 tχu $ tχu C2 tψu

$ tϕu C1;C2 tψu

規則の結論 tϕu C1;C2 tψu が n-invalid であると
すると，ps, hq |ù ϕ なる s, h が存在し，ある最終状
態 κ について ppC1;C2, sq, hq

n
; κp“ ps1, h1qq かつ

ps1, h1q ��|ù ψ．あるいは ppC1;C2, sq, hq
n
; faultが成

り立つ．
(1). ppC1;C2, sq, hq

n
; κp“ ps1, h1qqかつ ps1, h1q��|ù

ψ の場合．
補題A.4より，ppC1, sq, hq

m
; ps2, h2q，pm ď nq

を得る．
Case 1. ps2, h2q |ù χ の場合．補題 A.4 よ
り，ppC1;C2, sq, hq

m
; ppC2, s

2q, h2q
n´m
;

ps1, h1q を得る．　ここで，ps1, h1q ��|ù ψ よ
り，tχu C2 tψuは pn´mq-invalidである．

Case 2. ps2, h2q ��|ù χ の場合．tϕu C1 tχu は
m-invalidである．

(2). ppC1;C2, sq, hq
n
; falultの場合．

補題 A.5より，以下の 2つの場合が考えられる．
Case 1. ppC1, sq, hq

m
; fault (m ď n) の場

合．tϕu C1 tχuはm-invalidである．
Case 2. ppC1, sq, hq

m
; ps2, h2qなる ps2, h2q

が存在して，ppC1;C2, sq, hq
m
; ppC2, s

2q, h2q
n´m
;

fault の場合．　 tχu C2 tψu は pn ´ mq-

invalidである．
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