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一般的な組合せ子の非ω-強頭部正規化可能性・停止性・
非基礎ループ性

岩見 宗弘
Smullyan(1994)により，6例の一般的な組合せ子が紹介されている．本論文では，これらの組合せ子からなる項書き
換えシステムがすべて ω-強頭部正規化可能性をもたないことを示す．また，3例が停止性をもち，5例が非循環性を
もち，4例が非基礎ループ性をもつことを示す．さらに，2例が停止性をもつかどうかが不明であることを報告する．

1 はじめに
一般の項を扱う計算モデルとして，項書き換えシス
テム (TRS)がよく知られている [17], [14]．組合せ子
がもつ書き換え規則は TRSとしてみなすことができ
る．組合せ子は TRSの分かりやすい例としてだけで
はなく，関数型プログラミング言語の効率的な実装に
も応用されている [17], [15], [18]．
書き換えシステムにおいて，停止性はすべての書き
換えの結果が必ず得られることを保証する重要な性質
の一つである．組合せ子からなる TRSは一見単純で
あるが，1つの書き換え規則だけからなる TRSの停
止性は一般に決定不能であることが知られている [2]．
現在までに，文献 [16]において紹介された多くの組合
せ子に関して，停止性，非循環性，非基礎ループ性等
が示されてきた [1], [4], [8], [9], [10], [12], [13], [19]．
有限項上の TRSに基づく様々な検証法において停
止性は非常に有用な性質として知られており，様々
な停止性の証明法や反証法が提案されている [6], [14],

[17]．しかしながら，無限項上の TRS では停止性を
考える意味があまりない．無限項を対象とする TRS
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は停止性をもたないことが普通である．このため，停
止性に代わる無限項上の TRSにおける基本的な性質
として，ω-強頭部正規化可能性が考えられている [20]

, [5]．ω-強頭部正規化可能性は，項の任意の位置が有
限回しか書き換えができないという性質である．すな
わち，無限書き換え列がある種の極限に収束するこを
保証する．最近，岩見 [10]は，文献 [16]において紹介
された多くの組合せ子に対して，文献 [11]で提案した
反証手続きを用いて ω-強頭部正規化可能性の反証を
している．
Smullyanは文献 [16]において 6例の一般的な組合
せ子 Bn

†1,Vn
†2,Cn,Wn,Φn,An を紹介している．こ

れらの組合せ子からなる TRS に対する ω-強頭部正
規化可能性は明らかにされていない．また，これらの
組合せ子の停止性，非循環性，非基礎ループ性，非
ループ性は明らかにされていない．
本論文では，反例を手作業で与える †3 ことにより，
これらの組合せ子からなる TRS に対する ω-強頭部
正規化可能性を反証する．さらに，これらの組合せ
子からなる TRSが停止性，非循環性，非基礎ループ
性，非ループ性をもつかどうかを明らかにする．組
合せ子の書き換え規則は表 1 にまとめる．組合せ子

†1 任意の n ≥ 1 に対して，Bn,Wn は定義される．
†2 任意の n ≥ 2 に対して，Vn,Cn,Φn,An は定義され
る．

†3 一般的な組合せ子に対して反証手続き [11] は適用で
きない．



表 1 一般的な組合せ子の書き換え規則

組合せ子の書き換え規則
Bnxy1 . . . ynz → x(y1 . . . ynz) (n ≥ 1)

Vnxy1 . . . ynz → xzy1 . . . yn (n ≥ 2)

Cnxzy1 . . . yn → xy1 . . . ynz (n ≥ 2)

Wnxy1 . . . ynz → xy1 . . . ynzz (n ≥ 1)

Φnxyzw1 . . . wn → x(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn) (n ≥ 2)

Anwzx1 . . . xn → z(wx1x1 . . . xn) . . . (wxnx1 . . . xn) (n ≥ 2)

の ω-強頭部正規化可能性の反証結果は表 2にまとめ
る．組合せ子の停止性，非循環性，非基礎ループ性，
非ループ性に関しては表 3にまとめる．
本論文の構成は次の通りである．第 2 節では，組
合せ子論理と項書き換えシステムに関する定義や記
法を与える．第 3 節では正則項と再帰式表現の定義
を述べる．第 4 節では，一般的な組合せ子からなる
TRSの ω-強頭部正規化可能性を反証する．第 5節で
は，一般的な組合せ子からなる TRSの停止性と非循
環性を示す．第 6節では，任意の n ≥ 2に対して，組
合せ子 Φn が非基礎ループ性をもつことを示す．第 7

節では，結論と今後の課題を述べる．

2 準備
本論文の定義は文献 [9], [10], [11], [17], [19]に基づ
く．本節では，組合せ子論理と項書き換えシステムの
定義について述べる．

2. 1 組合せ子論理
組合せ子論理については文献 [1] の 7 章，文献 [16]

の 18章を参照していただきたい．組合せ子論理は 5

節で使用する．
以下では，記号 Z をある組合せ子とする．変数の
加算無限集合を V とする ({Z} ∩ V = ∅)．組合せ
子 Z 上の項の集合 CL(Z,V)を以下の通り帰納的に
定義する：(1) V ⊆ CL(Z,V)，(2) Z ∈ CL(Z,V)，
(3) s, t ∈ CL(Z,V) ならば (st) ∈ CL(Z,V)．集
合 CL(Z,V) の項を Z-項とよぶ．また，変数を含
まない Z-項を基礎 Z-項とよび，基礎 Z-項全体の
集合を CL(Z) で表す．Z-文脈，すなわち，0 個以
上のホール 2 を含む Z-項の集合 CL({Z,2},V) を

下記の通り定義する：(1) V ⊆ CL({Z,2},V)，(2)

Z ∈ CL({Z,2},V)，(3) 2 ∈ CL({Z,2},V)，(4)

s, t ∈ CL({Z,2},V) ならば (st) ∈ CL({Z,2},V)．
1つのホール 2を含む Z-文脈を C[ ]で表す．Z-文脈
C[ ]のホール 2を Z-項 tで置き換えた項を C[t]で表
す．(st)は括弧を省略して，stと書く．括弧は左結合
である．すなわち，t1t2 . . . tn は (. . . (t1t2) . . . tn)を
意味する．Z-項 tに含まれている変数の集合を V(t)
と表す．
写像 σ : V → CL(Z,V)の定義域 dom(σ) = {x ∈

V | σ(x) ̸= x} が有限であるものを代入という．す
べての代入 σ はある組合せ子 Z と Z-項 t1, . . . , tn

に対して，σ(Zt1 . . . tn) = Zσ(t1) . . . σ(tn)を満たす
写像 σ : CL(Z,V) → CL(Z,V) へ拡張できる．以
下では，σ(t) の代わりに tσ と表す．書き換え規則
Zx1 . . . xn → tは組合せ子 Z がもつ方向付けられた
等式であり，次の条件を満たす：(1) 変数 x1, . . . , xn

は相異なる，(2) V(t) ⊆ {x1, . . . , xn}．書き換え規則
Zx1 . . . xn → tによる CL(Z,V)上の書き換え→ を
下記の通り定義する：s → tであるとき，かつそのと
きに限り，ある Z-文脈 C[ ], u1, . . . , un ∈ CL(Z,V)
に対して，s = C[Zu1 . . . un] かつ t = C[t{x1 :=

u1, . . . , xn := un}]．このとき，Zu1 . . . un を Z-リ
デックスという．書き換え → が無限書き換え列
t0 → t1 → t2 → · · · をもたないとき，停止性を
もつという．書き換え→ の推移的閉包を→+ で表
す．書き換え t →+ tを循環であるという．書き換え
→が循環書き換えをもたないとき，組合せ子 Z は非
循環性をもつという．Z-文脈 C[ ]，代入 σ に対して，
書き換え t →+ C[tσ] をループという．書き換え→
がループをもたないとき，組合せ子 Z は非ループ性



をもつという．書き換え t →+ C[t] を基礎ループと
いう．書き換え→が基礎ループをもたないとき，組
合せ子 Z は非基礎ループ性をもつという．

2. 2 項書き換えシステム
項書き換えシステムの詳細については文献 [11], [17]

を参照していただきたい．
関数記号の集合を F，変数の加算無限集合を V と
表す．各関数記号の集合は項数 n ∈ N をもつ．項
数 0 の関数記号を定数とよび，項数 n の関数記号
の集合を Fn と表す．N+ を正整数集合とし，正整
数の有限列の集合を N∗

+ と表す．有限列 p, q ∈ N∗
+

の連結を p.q と表す．部分関数 t : N∗
+ → F ∪ V の

うち，以下の条件を満たすものを F ,V 上の項とよ
ぶ：(1) t(ϵ) ∈ F ∪ V，(2) 任意の p ∈ N∗

+ に対して，
t(p.i) ∈ F ∪ V であるとき，かつそのときに限り，
t(p) ∈ Fn かつ 1 ≤ i ≤ n．ここで，ϵは空列を表す．
F ,V 上の項の集合を Tinf (F ,V)と表す．
項 t ∈ Tinf (F ,V) の定義域 Pos(t) = {p ∈ N∗

+ |
t(p) ∈ F ∪V} の要素を tにおける位置とよぶ．特に，
位置 ϵを根位置とよぶ．t(p)を項 tの位置 pに出現す
る記号とよび，特に t(ϵ)を根記号とよぶ．p ̸∈ Pos(s)

なる p ∈ N∗
+ に対して，⊥は ⊥ ̸∈ F ∪ V なる定数と

する．このとき，s = t ⇔ ∀p ∈ Pos(s). s(p) = t(p)

が成立する．項 t に出現する変数の集合を V(t) で
表す．V(t) = ∅ なる項を基礎項という．位置の集合
Pos(t)が有限集合であるとき，項 tを有限であると
いう．有限項の集合を Tfin(F ,V)と表す．特に，有
限項と区別するときには，項を無限項とよぶことも
ある．位置 p ∈ Pos(t) における項 t の部分項 t|p を
t|p(q) = t(p.q) により定義し，t|p ⊴ tと表す．関数記
号 f ∈ Fnおよび項 t1, . . . , tn ∈ Tinf (F ,V)に対して，
(1) t(ϵ) = f，(2) t(i.p) = ti(p) (1 ≤ i ≤ n, p ∈ N∗

+)

により定義される項 t を f(t1, . . . , tn) と表す．位置
の集合上の接頭辞順序を p ≤ q ⇔ ∃r ∈ N∗

+. q = p.r

により定義する．ある位置 qおよび正整数 i < j が存
在して，q.i ≤ p1 かつ q.j ≤ p2 となるとき，p1 は p2

の左に位置するという．
写像 σ : V → Tinf (F ,V)を代入とよぶ．代入 σ を
項 t ∈ Tinf (F ,V)に適用した結果 σ(t)を，以下のよ

うに定義する：σ(t)(p) = σ(t(p0))(p1) (p = p0.p1

かつ t(p0) ∈ V を満たす p0, p1 ∈ N∗
+ が存在す

る場合)，σ(t)(p) = t(p) (それ以外の場合)．直感
的には，σ(t) は t に出現する変数 x ∈ V を σ(x)

により置き換えて得られる項を表す．代入 σ の
定義域を dom(σ) = {x ∈ V | σ(x) ̸= x} とす
る．dom(σ) = {x1, . . . , xn}, σ(xi) = ti なる代入
を {x1 := t1, . . . , xn := tn}と表す．dom(σ)が有限
かつ任意の x ∈ dom(σ)に対して σ(x) ∈ Tfin(F ,V)
であるとき，σ を有限代入とよぶ．σ(t)を tσ とも表
す．項 s, tに対して，sσ = tとなる代入 σ が存在す
るとき，項 sは tに照合可能であるという．
2 ̸∈ F ∪ V なる定数 2をホールとよぶ．Tinf (F ∪

{2},V)の要素 C のうち，{p ∈ N∗
+ | C(p) = 2} が

有限集合であるものを文脈とよぶ．C ∈ Tinf (F ∪
{2},V) が {p1, . . . , pn} = {p ∈ N∗

+ | C(p) = 2}
かつ任意の i < j に対して pi が pj より左に位置
するとき，C を文脈 C[, . . . , ]p1,...,pn と表す．文脈
C[, . . . , ]p1,...,pn と項 t1, . . . , tn ∈ Tinf (F ,V) に対し
て，項 t = C[t1, . . . , tn]p1,...,pn を以下のように定義
する：t(p) = ti(q) (p = pi.q なる i, q が存在する場
合)，t(p) = C(p) (それ以外の場合)．直感的には，
C[t1, . . . , tn]p1,...,pn は文脈 C に出現するホールを左
から順に t1, . . . , tn に置き換えて得られる項を表す．
また，ホールがちょうど 1つ出現する文脈を C[ ]p と
表す．
等式を s ≈ t と表す．ただし，ここで s, t ∈

Tinf (F ,V) とする．等式 s ≈ t の左辺は s，右辺
は tをさし，等式の左辺と右辺を区別する．等式 l ≈ r

が以下の条件を満たすとき，これを書き換え規則とよ
び，l → r と表す：(1) l, r は有限項，(2) l ̸∈ V，(3)

V(r) ⊆ V(l)．書き換え規則の集合Rを項書き換えシ
ステム (TRS)とよぶ．
項 s, t ∈ Tinf (F ,V) に対して，書き換え規則

l → r ∈ R，代入σ，文脈C[]pが存在して，s = C[lσ]p

かつ t = C[rσ]p のとき，s →p,R tと表す．これを位
置 p における項 s から項 t への簡約または書き換え
ステップとよぶ．根位置 ϵにおける簡約を根書き換え
とよぶ．部分項 s|p をリデックスとよぶ．文脈から明
らかな場合または必要がない場合は p,Rを省略する．



→R の反射推移的閉包を→∗
R と表し，→R の推移的

閉包を→+
R と表す．

最小の無限順序数を ω と表す．α を α > 0 なる
順序数とする．関数 A : α → Tinf (F ,V) が任意の
β (0 ≤ β + 1 < α) について A(β) →R A(β + 1)

を満たすとき，Aを超限書き換え列という．ここで，
α = {β | β < α} であることに注意する．特に，
α < ω であるとき Aを有限書き換え列，α = ω であ
るとき Aを無限書き換え列とよぶ．
TRS R が有限項 t0 に対して，無限書き換え列

t0 →R t1 →R · · · をもたないとき，停止性をもつ
という．TRS Rにおいて，有限項 tに対する書き換
え t →+

R t を循環であるという．TRS Rが循環書き
換えをもたないとき，非循環性をもつという．tを有
限項，C[ ]を文脈，σ を代入とする．TRS Rにおい
て，書き換え t →+

R C[tσ]をループという．TRS R
がループをもたないとき，非ループ性をもつという．
TRS Rにおいて，書き換え t →+

R C[t]を基礎ループ
という．TRS Rが基礎ループをもたないとき，非基
礎ループ性をもつという．

3 正則項と再帰式表現
本節では，正則項と再帰式表現の定義を述べる．本
節では，組合せ子からなる TRSの例では中値記法の
適用演算子 ·を用いる．また，·は左結合であるとし
て，不要な括弧は省略する．
定義 1. (正則項 [3]) 項 tが正則であるとは，tの部
分項集合が有限であるときをいう．
例 2. (正則項) t = V2 · t · y1 · y2 · zとする．tの部分
項集合は {t,V2 · t ·y1 ·y2,V2 · t ·y1,V2 · t,V2, y1, y2, z}
より有限である．よって，tは正則項である．
定義 3. (再帰式表現 [11]) 有限代入 {x1 :=

t1, . . . , xn := tn} が以下の条件を満たすとき，こ
れを再帰式表現とよび，[x1 := t1, . . . , xn := tn] と
表す：¬∃i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}. (∀1 ≤ j < k. tij =

xij+1) ∧ tik = xi1．
定義 4. (再帰式表現の解 [11]) θ = [x1 :=

t1, . . . , xn := tn]を再帰式表現とし，任意の 1 ≤ i ≤ n

に対して，ti = Ci[xi1 , . . . , xiki
]pi1 ,...,piki

とする．た
だし，文脈 Ci には変数 x1, . . . , xn が出現しないとす

る．このとき，項 θ⋆(x1), . . . , θ
⋆(xn)を以下のように

相互再帰的に定義する．θ⋆(xi)(p) = Ci(p) (p ∈ Pos(Ci) ∧ Ci|p ̸= 2の場合)

θ⋆(xij )(q) (∃j, q. p = pij .q の場合)

項 θ⋆(x1), . . . , θ
⋆(xn)を再帰式表現の解とよぶ．

命題 5. (正則項と再帰式表現 [3]) 再帰式表現の解は
正則項である．また，任意の正則項はある再帰式表現
の解となる．
任意の正則項は，再帰式表現 θ を用いて，θ⋆ の形
で表すことができる．これを正則項の再帰式表現とよ
ぶ．µx.t は [x := t]⋆(x) を意味する (ただし，x ̸= t

とする)．µx.は関数適用より結合力が弱いものとし
て括弧を省略する．たとえば，µx.V2 · x · y1 · y2 · zは
[x := V2 · x · y1 · y2 · z]⋆(x)を意味する．

4 一般的な組合せ子の ω-強頭部正規化可能
性の反証

本節では，最初に ω-強頭部正規化可能性を定義す
る．次に，一般的な組合せ子からなる TRSに対する
ω-強頭部正規化可能性を反証する．
以降では，組合せ子からなる TRSの例では中値記
法の適用演算子 ·を省略する．
定義 6. (ω-強頭部正規化可能性 [20]) R を TRS と
する．任意の無限書き換え列 t0 →p0,R t1 →p1,R

t2 →p2,R · · · に対して，ある n0 が存在して任意の n

(n0 ≤ n < ω)について pn ̸= ϵとなるとき，Rは ω-

強頭部正規化可能性をもつという．
たとえば，R = {g(x) → h(g(x))} とするとき，R
は ω-強頭部正規化可能性をもつ．R = {f(x) → f(x)}
とするとき，f(f(f(. . .))) →ϵ,R f(f(f(. . .))) →ϵ,R · · ·
より，Rは ω-強頭部正規化可能性をもたない．
次の組合せ子 Bn は Bのみから構成される [16]．
補題 7. 任意の n ≥ 1 に対して，TRS R(Bn) =

{Bnxy1 . . . ynz → x(y1 . . . ynz)} とする．このとき，
R(Bn)は ω-強頭部正規化可能性をもたない．
(証明) x = Bnxy1 . . . yn とする． すなわち，



表 2 一般的な組合せ子からなる TRS に対する ω-強頭部正規化可能性の反証

組合せ子の書き換え規則 結果 反例
Bnxy1 . . . ynz → x(y1 . . . ynz) (n ≥ 1) 〇 Bn(µx.Bnxy1 . . . yn)y1 . . . ynz

Vnxy1 . . . ynz → xzy1 . . . yn (n ≥ 2) 〇 Vn(µx.Vnx)y1 . . . ynz

Cnxzy1 . . . yn → xy1 . . . ynz (n ≥ 2) 〇 Cn(µx.Cnx)zy1 . . . yn

Wnxy1 . . . ynz → xy1 . . . ynzz (n ≥ 1) 〇 WnWn Wn . . .Wn︸ ︷︷ ︸
n

Wn

Φnxyzw1 . . . wn → x(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn) (n ≥ 2) 〇 Φn(µx.Φnxyzw1 . . . wn−2)yzw1 . . . wn

Anwzx1 . . . xn → z(wx1x1 . . . xn) . . . (wxnx1 . . . xn) (n ≥ 2) 〇 Anw(µz.Anwz)x1 . . . xn

(〇：成功 (本研究))

t = µx.Bnxy1 . . . yn．
Bnty1 . . . ynz

→ϵ t(y1 . . . ynz)

= Bnty1 . . . yn(y1 . . . ynz)

→ϵ t(y1 . . . yn(y1 . . . ynz))

= Bnty1 . . . yn(y1 . . . yn(y1 . . . ynz))

→ϵ · · ·
このとき，任意の n ≥ 1に対して，R(Bn)は ω-強頭
部正規化可能性をもたない．その反例は下記の通りで
ある：Bn(µx.Bnxy1 . . . yn)y1 . . . ynz. 2

次の組合せ子 Vn は Bと Cから構成される [16]．
補題 8. 任意の n ≥ 2 に対して，TRS R(Vn) =

{Vnxy1 . . . ynz → xzy1 . . . yn} とする．このとき，
R(Vn)は ω-強頭部正規化可能性をもたない．
(証明) x = Vnxとする． すなわち，t = µx.Vnx．

Vnty1 . . . ynz

→ϵ tzy1 . . . yn

= Vntzy1 . . . yn

→ϵ tynzy1 . . . yn−1

= Vntynzy1 . . . yn−1

→+
ϵ Vnty1 . . . ynz

よって，任意の n ≥ 2に対して，R(Vn)は ω-強頭部
正規化可能性をもたない．その反例は下記の通りであ
る：Vn(µx.Vnx)y1 . . . ynz. 2

補題 9. 任意の n ≥ 2 に対して，TRS R(Cn) =

{Cnxzy1 . . . yn → xy1 . . . ynz} とする．このとき，
R(Cn) は ω-強頭部正規化可能性をもたない．

(証明) x = Cnxとする．すなわち，t = µx.Cnx．
Cntzy1 . . . yn

→ϵ ty1 . . . ynz

= Cnty1 . . . ynz

→ϵ ty2 . . . ynzy1

= Cnty2 . . . ynzy1

→+
ϵ Cntzy1 . . . yn

よって，任意の n ≥ 2に対して，R(Cn)は ω-強頭部
正規化可能性をもたない．その反例は下記の通りであ
る：Cn(µx.Cnx)zy1 . . . yn. 2

次の組合せ子Wn は BとWから構成される [16]．
補題 10. 任意の n ≥ 1 に対して，TRS R(Wn) =

{Wnxy1 . . . ynz → xy1 . . . ynzz} とする．このとき，
R(Wn)は ω-強頭部正規化可能性をもたない．また，
停止性，非循環性，非基礎ループ性をもたない．
(証明) いま，下記の書き換えが成り立つ．
WnWn Wn . . .Wn︸ ︷︷ ︸

n

Wn →ϵ Wn Wn . . .Wn︸ ︷︷ ︸
n

WnWn.

このとき，任意の n ≥ 1 に対して，R(Wn) は ω-強
頭部正規化可能性をもたない．また，R(Wn)は停止
性，非循環性，非基礎ループ性をもたない． 2

組合せ子 Φxyzw → x(yw)(zw) は B と S か
ら構成される．次の組合せ子 Φnxyzw1 . . . wn →
x(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn) は B と Φ から構成され
る [16]．
補題 11. 任意の n ≥ 2 に対して，TRS R(Φn) =

{Φnxyzw1 . . . wn → x(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn)} と
する．このとき，R(Φn)は ω-強頭部正規化可能性を
もたない．
(証明) x = Φnxyzw1 . . . wn−2 とする．すなわち，



t = µx.Φnxyzw1 . . . wn−2．
Φntyzw1 . . . wn

→ϵ t(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn)

= Φntyzw1 . . . wn−2(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn)

→ϵ t(yw1 . . . wn−2(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn))

(zw1 . . . wn−2(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn))

= Φntyzw1 . . . wn−2

(yw1 . . . wn−2(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn))

(zw1 . . . wn−2(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn))

→ϵ · · ·
このとき，任意の n ≥ 2に対して，R(Φn)は ω-強頭
部正規化可能性をもたない．その反例は下記の通りで
ある：Φn(µx.Φnxyzw1 . . . wn−2)yzw1 . . . wn. 2

次の組合せ子 An は B,C,Wから構成される [16]．
補題 12. 任意の n ≥ 2 に対して，TRS R(An) =

{Anwzx1 . . . xn → z(wx1x1 . . . xn)(wx2x1 . . . xn) . . .

(wxnx1 . . . xn)} とする．このとき，R(An) は ω-強
頭部正規化可能性をもたない．
(証明) z = Anwzとする．すなわち，t = µz.Anwz．
ここで，si = (wxix1 . . . xn)とする (1 ≤ i ≤ n)．

Anwtx1 . . . xn

→ϵ ts1 . . . sn

= Anwts1 . . . sn

→ϵ t(ws1s1 . . . sn) . . . (wsns1 . . . sn)

= Anwt(ws1s1 . . . sn) . . . (wsns1 . . . sn)

→ϵ · · ·
よって，任意の n ≥ 2に対して，R(An)は ω-強頭部
正規化可能性をもたない．その反例は下記の通りであ
る：Anw(µz.Anwz)x1 . . . xn． 2

定理 13. 任意の n ≥ 1 に対して，組合せ子
Z ∈ {Bn,Wn} は ω-強頭部正規化可能性をもた
ない．また，任意の n ≥ 2 に対して，組合せ子
Z ∈ {Vn,Cn,Φn,An} は ω-強頭部正規化可能性を
もたない．
一般的な組合せ子の ω-強頭部正規化可能性の反証
結果は表 2 にまとめる．なお，表中では組合せ子の
適用演算子 ·は省略している．

5 一般的な組合せ子の停止性・非循環性・非

基礎ループ性
本節では，一般的な組合せ子からなる TRSに対す
る停止性，非循環性，非基礎ループ性を示す．
定義 14. ( [9]) s ∈ CL(Z) とする．s の長さ |s|
を次のように帰納的に定義する：(1) |Z| = 1，(2)

|(st)| = |s|+ |t|．
補題 15. 任意の n ≥ 1 に対して，TRS R(Bn) =

{Bnxy1 . . . ynz → x(y1 . . . ynz)} とする．このとき，
R(Bn)は停止性をもつ．
(証明) Bnxy1 . . . ynz >lpo x(y1 . . . ynz)．このと
き，任意の n ≥ 1 に対して，辞書式経路順序 >lpo

[14] を用いて R(Bn)が停止性をもつことを示すこと
ができる． 2

補題 16. 任意の n ≥ 2 に対して，TRS R(Vn) =

{Vnxy1 . . . ynz → xzy1 . . . yn} とする．このとき，
R(Vn)は停止性をもつ．
(証明) ここでは，R(Vn) の書き換え規則を組
合せ子論理の書き換え規則とみなして証明す
る．任意の u1, v1, . . . , vn, u2 ∈ CL(Vn) に対して，
|Vnu1v1 . . . vnu2| = 1+|u1|+|v1|+· · ·+|vn|+|u2|か
つ |u1u2v1 . . . vn| = |u1|+ |u2|+ |v1|+ · · ·+ |vn|より，
|Vnu1v1 . . . vnu2| > |u1u2v1 . . . vn|．よって，任意の
n ≥ 2に対して，組合せ子 Vn は CL(Vn)上で停止性
をもつ．R(Vn)が停止性をもたないと仮定する．この
とき，無限書き換え列 t0 →R(Vn) t1 →R(Vn) · · · が存
在する．V(t0)に属するすべての変数を定数Vnで置き
換える代入 σ を考える．このとき，t0σ → t1σ → · · ·
より，組合せ子 Vnは CL(Vn)上で停止性をもつこと
に矛盾する．よって，R(Vn)は停止性をもつ． 2

補題 17. 任意の n ≥ 2 に対して，TRS R(Cn) =

{Cnxzy1 . . . yn → xy1 . . . ynz} とする．このとき，
R(Cn)は停止性をもつ．
(証明) 補題 16 と同様に，R(Cn) の書き換え規
則を組合せ子論理の書き換え規則とみなして証明
する．任意の u1, u2, v1, . . . , vn ∈ CL(Z) に対して，
|Cnu1u2v1 . . . vn| = 1+ |u1|+ |u2|+ |v1|+ · · ·+ |vn|
かつ |u1v1 . . . vnu2| = |u1|+ |v1|+ · · ·+ |vn|+ |u2|よ
り，|Cnu1u2v1 . . . vn| > |u1v1 . . . vnu2|．補題 16 と
同様に，任意の n ≥ 2に対して，R(Cn)は停止性を



表 3 一般的な組合せ子からなる TRS の停止性と関連する性質

組合せ子の書き換え規則 非循環性 非基礎ループ性 非ループ性 停止性
Bnxy1 . . . ynz → x(y1 . . . ynz) (n ≥ 1) 〇 〇 〇 〇
Vnxy1 . . . ynz → xzy1 . . . yn (n ≥ 2) 〇 〇 〇 〇
Cnxzy1 . . . yn → xy1 . . . ynz (n ≥ 2) 〇 〇 〇 〇
Wnxy1 . . . ynz → xy1 . . . ynzz (n ≥ 1) × × × ×
Φnxyzw1 . . . wn → x(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn) (n ≥ 2) 〇 〇 ? ?

Φ2xyzw1w2 → x(yw1w2)(zw1w2) 〇 [10] 〇 [10] ? × [12]

Anwzx1 . . . xn → z(wx1x1 . . . xn) . . . (wxnx1 . . . xn) (n ≥ 2) 〇 ? ? ?

A2wzx1x2 → z(wx1x1x2)(wx2x1x2) 〇 × [7] × [7] × [7], [12]

A3wzx1x2x3 → z(wx1x1x2x3)(wx2x1x2x3)(wx3x1x2x3) 〇 × [7] × [7] × [7], [12]

(〇：成立（本研究），×：不成立（本研究），?：未解決)

もつ． 2

命題 18. ( [10]) 組合せ子 Z の書き換え規則を
Zx1 . . . xn → t とするとき，任意の ui ∈ CL(Z)

(i = 1, . . . , n) に対して，|Zu1 . . . un| < |t{x1 :=

u1, . . . , xn := un}|．このとき，組合せ子ZはCL(Z)

上の非循環性をもつ．
補題 19. 任意の n ≥ 2 に対して，TRS R(Φn) =

{Φnxyzw1 . . . wn → x(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn)} と
する．このとき，R(Φn)は非循環性をもつ．
(証明) 補題 16と同様に，R(Φn)の書き換え規則
を組合せ子論理の書き換え規則とみなして証明す
る．任意の u1, u2, u3, v1, . . . , vn ∈ CL(Φn) に対し
て，|Φnu1u2u3v1 . . . vn| = 1 + |u1| + |u2| + |u3| +
|v1| + · · · + |vn|. |u1(u2v1 . . . vn)(u3v1 . . . vn)| =

|u1| + |u2| + |u3| + 2(|v1| + · · · + |vn|). このとき，
|Φnu1u2u3v1 . . . vn| < |u1(u2v1 . . . vn)(u3v1 . . . vn)|
より，命題 18 から，任意の n ≥ 2 に対して組合せ
子 Φn は CL(Φn)上の非循環性をもつ．補題 16と同
様に，任意の n ≥ 2 に対して R(Φn) は非循環性を
もつ． 2

次に，n = 2, 3のとき，TRS R(An)が停止性をも
たないことを示すために，依存対に関する定義や命
題を述べる．詳細は文献 [6], [14]を参照していただき
たい．
F 上の TRS R に対して，定義記号の集合を

D = {l(ϵ) | l → r ∈ R} とし，C = F \ D を構
成子の集合とする．任意の f ∈ F に対して，f ♯ を

f と同じ項数をもつ新しい組記号とし，f ♯ について
F と表す．組記号の集合は F♯ により表す．g ∈ Dを
満たす t = g(t1, . . . , tm)ならば，t♯ を g♯(t1, . . . , tm)

とする．
定義 20. (依存対 [6]) TRS Rに対する依存対の集合
を DP (R) = {l♯ → t♯ | l → r ∈ R, t ⊴ r, t(ϵ) ∈ D}
とする．
定義 21. (鎖 [6]) P,R を TRS とする．組の (無
限) 列 s1 →P t1, s2 →P t2, . . . が (P,R)-鎖である
ことは，代入 σ が存在し，任意の i ≥ 1 に対して
tiσ →∗

R si+1σ が成り立つことと同値であると定義
する．
命題 22. ( [6]) TRS Rが停止性をもつことと，無限
(DP (R),R)-鎖が存在しないことは同値である．
依存対問題 (以下では DP問題と省略する)は 2つ
の TRS P と R から成る [6]．ここで，P = DP (R)

である．すなわち，依存対問題の考え方は，依存対の
集合 P と TRS Rを一緒に取り扱い，かつ，→R を
調べる代わりに無限 (P,R)-鎖が存在しないことを証
明するものである．
定義 23. (ループをもつ DP 問題 [6]) DP 問題
(P,R)がループをもつことと，以下の条件 (*) を満
たす (P,R)-鎖 s1 →P t1, s2 →P t2, . . . が存在する
ことは同値であると定義する．(*) 任意の i ≥ 1に対
して tiσ →∗

R si+1σ かつある k > 1に対して s1σ は
skσ に照合可能である．すなわち，ある代入 µ に対



して s1σµ = skσ が成り立つ．
命題 24. ( [6]) TRS Rがループをもつことと，DP

問題 (DP (R),R)がループをもつことは同値である．
補題 25. 任意の n ≥ 2 に対して，TRS R(An) =

{Anwzx1 . . . xn → z(wx1x1 . . . xn)(wx2x1 . . . xn) . . .

(wxnx1 . . . xn)} とする．特に，n = 2, 3 のとき，
R(An) は基礎ループ性をもつ，すなわち，停止性
をもたない．また，任意の n ≥ 2に対して，R(An)

は非循環性をもつ．
(証明) 最初に，n = 2, 3 のとき，R(An) が基礎
ループをもつことを示す．この証明の前半では，中値
記法の適用演算子 ·の代わりに，項数 2の前置記法の
関数記号 aを使用する．
1. n = 2のとき．

R(A2) = {a(a(a(a(A2, w), z), x1), x2)

→ a(a(z, a(a(a(w, x1), x1), x2)),

a(a(a(w, x2), x1), x2))}.
AProVE [7] を用いると，R(A2) の停止性が反証さ
れる．

a(a(a(a(a(a(A2,A2),A2),A2),A2),A2),A2)

→ a(a(a(a(A2, a(a(a(A2,A2),A2),A2)),

a(a(a(A2,A2),A2),A2)),A2),A2)

→ a(a(a(a(a(A2,A2),A2),A2),

a(a(a(a(a(a(A2,A2),A2),A2),A2),A2),A2)),

a(a(a(a(a(a(A2,A2),A2),A2),A2),A2),A2)).

よって，t = a(a(a(a(a(a(A2,A2),A2),A2),A2),A2),A2)

とすると，t →+
R(A2)

C[t]．すなわち，R(A2)は基礎
ループをもつから，停止性をもたない．
2. n = 3のとき．
R(A3) = {a(a(a(a(a(A3, w), z), x1), x2), x3)

→ a(a(a(z, a(a(a(a(w, x1), x1), x2), x3)),

a(a(a(a(w, x2), x1), x2), x3)),

a(a(a(a(w, x3), x1), x2), x3))}.
AProVE [7] を用いると，R(A3) の停止性が反証
される．以下の項 t, t1, t2, t3 は付録を参照して欲
しい．t →DP (R(A3)) t1 →DP (R(A3)) t2 →DP (R(A3))

t3 →DP (R(A3)) tより, DP問題 (DP (R(A3)),R(A3))

はループをもつ．命題 24より，TRS R(A3)はルー

プをもつ．
t →R(A3) C1[t1] →∗

R(A3)
C1[t1] →R(A3) C1[C2[t2]]

→∗
R(A3)

C1[C2[t2]] →R(A3) C1[C2[C3[t3]]]

→∗
R(A3)

C1[C2[C3[t3]]] →R(A3) C1[C2[C3[C4[t]]]].

よって，R(A3)は基礎ループ t →+
R(A3)

C[t]をもち，
停止性をもたない．
次に，任意の n ≥ 2 に対して R(An) の非循環性
を示す．補題 16 と同様に，R(An) の書き換え規則
を組合せ子論理の書き換え規則とみなして証明す
る．任意の u1, u2, v1, . . . , vn ∈ CL(An) に対して，
|Anu1u2v1 . . . vn| = 1+ |u1|+ |u2|+ |v1|+ · · ·+ |vn|.
|u2(u1v1v1 . . . vn)(u1v2v1 . . . vn) . . . (u1vnv1 . . . vn)| =
|u2|+n|u1|+(n+1)(|v1|+· · ·+|vn|). |Anu1u2v1 . . . vn| <
|u2(u1v1v1 . . . vn)(u1v2v1 . . . vn) . . . (u1vnv1 . . . vn)|よ
り, 命題 18から，任意の n ≥ 2に対して組合せ子 An

は CL(An)上で非循環性をもつ．補題 16 と同様に，
R(An)は非循環性をもつ． 2

定理 26. 任意の n ≥ 1に対して，組合せ子 Bn は停
止性をもつ．また，任意の n ≥ 2に対して，組合せ子
Z ∈ {Vn,Cn}は停止性をもつ．さらに，n = 2, 3の
とき，組合せ子 An は基礎ループをもつ，すなわち，
停止性をもたない．
定理 27. 任意の n ≥ 1 に対して，組合せ子 Z ∈
{Bn,Wn}は非循環性をもつ．また，任意の n ≥ 2に
対して，組合せ子 Z ∈ {Vn,Cn,Φn,An} は非循環性
をもつ．
組合せ子の停止性，非循環性，非基礎ループ性につ
いては表 3 にまとめる．なお，表中では組合せ子の
適用演算子 ·は省略している．
任意の n ≥ 2に対して，組合せ子 Z ∈ {Φn,An}が
停止性をもつかもたないかどうかは不明である．組合
せ子 Φ2 が停止性をもたない [12], [13] ことから，Φn

は停止性をもたないと予想する．また，補題 25より
組合せ子 A2,A3 が停止性をもたないことから，An は
停止性をもたないと予想する．同様に，補題 25より
組合せ子 A2,A3 が非基礎ループ性をもたないことか
ら，An は非基礎ループ性をもたないと予想する．



6 組合せ子 Φn の非基礎ループ性
本節では，任意の n ≥ 2 に対して，組合せ
子 Φn が非基礎ループ性をもつことを示す．本
節の証明は，文献 [10], [19] の手法に基づいてい
る．以下では，TRS R(Φn) = {Φnxyzw1 . . . wn →
x(yw1 . . . wn)(zw1 . . . wn)}を中値記法の適用演算子
·の代わりに，項数 2の中値記法の関数記号 ◦を用い
て以下の通りに表す：R(Φn) = {(. . . ((((Φn ◦x)◦y)◦
z) ◦ w1) . . .) ◦ wn → (x ◦ (. . . ((y ◦ w1) . . .) ◦ wn)) ◦
(. . . ((z ◦ w1) . . .) ◦ wn)}．
定義 28. (根記号のラベル [10]) Z ∈ {Φn}とする．
T (F(R(Φn))) \ {Z}に対するラベル付き項の根記号
のラベルを次のように定義する：t(ϵ) = ◦k のとき，
label(t) = k．
定義 29. (ラベル付け 2 [10]) Z ∈ {Φn} とする．
ラベル付け TRS Rm(Z) は無限の関数記号集合
{Z, ◦1, ◦2, . . . , ◦m, ◦m+1, . . .} をもつ．ここで，任意
の i ≥ 1に対して ◦i は項数 2のラベル付き関数記号
である．ラベル付き TRS を Rm(Z) = {L′ → R′ |
1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l} と表す．
TRS R(Z) = {L → R} の項数 2 の関数記号

◦ に対するラベル付けは次の通りに行う．ここで，
1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ lとする．
(1) 左辺 Lに対するラベル付け．label(L′) = kと
し，Lの根記号以外の関数記号 ◦にはラベル lを
付ける．

(2) 左辺Rに対するラベル付け．label(R′) = k+1．
R|1(ϵ) = ◦ならば label(R′|1) = k+1．R|2(ϵ) =
◦ならば label(R′|2) = k．任意の i ∈ {11, 12}に
対して，R|i(ϵ) = ◦ ならば label(R′|i) = k．そ
れ以外の位置 p ∈ Pos(R)に対して，R|p(ϵ) = ◦
ならば label(R|p) = l.

例 30. 定義 29 のとおりに定義されるラベル付き
TRS Rm(Φn) は無限の関数記号集合 F(Rm(Φn)) =

{Φn, ◦1, ◦2, . . . , ◦m, ◦m+1, . . .} をもつ：Rm(Φn) =

{(. . . ((((Φn ◦l x) ◦l y) ◦l z) ◦l w1) . . .) ◦k wn →
(x ◦k+1 (. . . ((y ◦l w1) . . .) ◦k wn)) ◦k+1 (. . . ((z ◦l
w1) . . .) ◦k wn) | 1 ≤ k ≤ m, 1 ≤ l}．
補題 31. 任意の n ≥ 2に対して，Z ∈ {Φn}とする．

任意のm ≥ 1に対して，Rm(Z)は停止性をもつ．
(証明) 無限の関数記号集合 F(Rm(Z))上の整礎な

半順序>を次のように与える：◦1 > ◦2 > . . . > ◦m >

◦m+1．このとき，再帰経路順序 >rpo [14] を用いて，
Rm(Z)の停止性を示すことができる．いま Z = Φn

とする．このとき，任意の m ≥ 1 に対して，任意
の (. . . ((((Φn ◦l x) ◦l y) ◦l z) ◦l w1) . . .) ◦k wn →
(x ◦k+1 (. . . ((y ◦l w1) . . .) ◦k wn)) ◦k+1 (. . . ((z ◦l
w1) . . .) ◦k wn) ∈ Rm(Φn) について，(. . . ((((Φn ◦l
x) ◦l y) ◦l z) ◦l w1) . . .) ◦k wn >rpo (x ◦k+1 (. . . ((y ◦l
w1) . . .) ◦k wn)) ◦k+1 (. . . ((z ◦l w1) . . .) ◦k wn) が成
り立つことをmに関する帰納法により示す．
m = 1のとき．R1(Z) = {(. . . ((((Φn ◦l x) ◦l y) ◦l

z) ◦l w1) . . .) ◦1 wn → (x ◦2 (. . . ((y ◦l w1) . . .) ◦1
wn)) ◦2 (. . . ((z ◦l w1) . . .) ◦1 wn) | 1 ≤ l} より，
(. . . ((((Φn ◦l x)◦l y)◦l z)◦lw1) . . .)◦1wn >rpo (x◦2
(. . . ((y◦lw1) . . .)◦1wn))◦2 (. . . ((z◦lw1) . . .)◦1wn)．
m = j + 1 のとき．Rj+1(Φn) = Rj(Φn) ∪

{(. . . ((((Φn ◦l x) ◦l y) ◦l z) ◦l w1) . . .) ◦k wn →
(x ◦k+1 (. . . ((y ◦l w1) . . .) ◦k wn)) ◦k+1 (. . . ((z ◦l
w1) . . .) ◦k wn) | 1 ≤ l}．帰納法の仮定から，任意の
L′ → R′ ∈ Rj(Φn)に対して，L′ >rpo R′．さらに，
(. . . ((((Φn◦lx)◦ly)◦lz)◦lw1) . . .)◦jwn >rpo (x◦j+1

(. . . ((y◦lw1) . . .)◦jwn))◦j+1(. . . ((z◦lw1) . . .)◦jwn)．
よって，Rj+1(Φn)は停止性をもつ． 2

定義 32. (右側の深さ [10]) Z ∈ {Φn} とする．
このとき，T (F(R(Z))) または T (F(Rm(Z))) に
おける項の右側の深さを次のように定義する：
rd(Z) = 0, rd(X ◦l Y ) = 1 + rd(Y )．
補 題 33. Z ∈ {Φn} と す る ．こ の と き ，
T (F(Rm(Z))) ∋ X →Rm(Z) Y ならば，rd(X) ≤
rd(Y )．
(証明) X = D[∆] = D[(. . . ((((Φn ◦l A) ◦l B) ◦l

C) ◦l E1) . . .) ◦k En] →∆
Rm(Φn) D[(A ◦k+1 (. . . ((B ◦l

E1) . . .) ◦k En)) ◦k+1 (. . . ((C ◦l E1) . . .) ◦k En)] =

D[∆′] = Y とおき，基礎 Φn-文脈 D[ ]の構造に関す
る帰納法により示す．
D[ ] = 2 のとき．rd(X) = 1 + rd(En), rd(Y ) =

1 + rd((. . . ((C ◦l E1) . . .) ◦k En)) = 2 + rd(En) よ
り明らか．



D[ ] = X ′ ◦ F [ ] のとき．帰納法の仮定から，
rd(X) = 1 + rd(F [∆]) ≤ 1 + rd(F [∆′]) = rd(Y ).

D[ ] = F [ ] ◦ X ′ のとき．rd(X) = 1 + rd(X ′) =

rd(Y )より明らか． 2

定義 34. (無矛盾性 [10]) Z ∈ {Φn}とする．次の条
件が成立するとき，ラベル付き項 X が無矛盾である
という：X ′ ̸= Z である任意の X ′ ⊴ X に対して，
rd(X ′) ≥ label(X ′)．
補題 35. Z ∈ {Φn}とする．X ∈ T (F(Rm(Z)))が
無矛盾であり，かつ，X →Rm(Z) Y ならば，Y は無
矛盾である．
(証明) X が無矛盾であり，かつ X = D[∆] =

D[(. . . ((((Φn ◦l A) ◦l B) ◦l C) ◦l E1) . . .) ◦k
En] →Rm(Z) D[(A ◦k+1 (. . . ((B ◦l E1) . . .) ◦k
En)) ◦k+1 (. . . ((C ◦l E1) . . .) ◦k En)] = D[∆′] = Y

とおき，基礎 Z-文脈 D[ ]の構造に関する帰納法によ
り，Y が無矛盾であることを示す．
1. D[ ] = 2 のとき．X の無矛盾性から，部
分項 A,B,C,E1, . . . , En は無矛盾である．よって，
rd(A◦k+1 (. . . ((B◦lE1) . . .)◦kEn)) ≥ label((A◦k+1

(. . . ((B ◦lE1) . . .)◦k En))), rd((. . . ((C ◦lE1) . . .)◦k
En)) ≥ label((. . . ((C◦lE1) . . .)◦kEn)), rd((. . . ((B◦l
E1) . . .) ◦k En)) ≥ label((. . . ((B ◦l E1) . . .) ◦k
En)), . . . , rd(B◦lE1) ≥ label(B◦lE1), rd(C◦lE1) ≥
label(C ◦l E1), rd(Y ) ≥ label(Y ) を示す必要がある．
X の無矛盾性から，1 + rd(A) = rd(Φn ◦l A) ≥

label(Φn ◦l A) = l, 1 + rd(B) = rd(((Φn ◦l A) ◦l
B)) ≥ label(((Φn ◦l A) ◦l B)) = l, 1 + rd(C) =

rd((((Φn ◦l A) ◦l B) ◦l C) ≥ label(((Φn ◦l A) ◦l B) ◦l
C) = l, 1 + rd(E1) = rd((((Φn ◦l A) ◦l B) ◦l C) ◦l
E1) ≥ label((((Φn ◦l A) ◦l B) ◦l C) ◦l E1) = l, 1 +

rd(E2) = rd(((((Φn ◦l A) ◦l B) ◦l C) ◦l E1) ◦l E2) ≥
label(((((Φn◦lA)◦lB)◦lC)◦lE1)◦lE2) = l, . . . , 1+

rd(En−1) = rd((. . . ((B ◦l E1) . . .) ◦l En−1)) ≥
label((. . . ((B ◦lE1) . . .)◦lEn−1)) = l, 1+ rd(En) =

rd(X) ≥ label(X) = k．
このとき，以下の不等式が成立する．rd(A ◦k+1

(. . . ((B ◦l E1) . . .) ◦k En)) = 1 + rd((. . . ((B ◦l
E1) . . .)◦kEn)) = 2+rd(En) ≥ k+1 = label(A◦k+1

(. . . ((B ◦lE1) . . .)◦k En))．rd((. . . ((C ◦lE1) . . .)◦k

En)) = 1 + rd(En) ≥ k = label((. . . ((C ◦l
E1) . . .) ◦k En))．rd((. . . ((C ◦l E1) . . .) ◦l En−1)) =

1 + rd(En−1) ≥ l = label((. . . ((C ◦l E1) . . .) ◦l
En−1)), . . . , rd(C ◦l E1) = 1 + rd(E1) ≥ l =

label(C ◦l E1)．rd((. . . ((B ◦l E1) . . .) ◦k En)) =

1 + rd(En) ≥ k = label((. . . ((B ◦l E1) . . .) ◦k En))．
rd((. . . ((B ◦l E1) . . .) ◦l En−1)) = 1 + rd(En−1) ≥
label((. . . ((B◦lE1) . . .)◦lEn−1)), . . . , rd(B◦lE1) =

1 + rd(E1) ≥ l = label(B ◦l E1)．rd(Y ) = 1 +

rd((. . . ((C◦lE1) . . .)◦kEn)) = 2+rd(En) ≥ k+1 =

label(Y )．
2. D[ ] = X ′ ◦p D′[ ] のとき．このとき，X =

X ′ ◦p D′[∆]の無矛盾性からX ′, D′[∆]は無矛盾であ
る．また，D′[∆]は無矛盾かつD′[∆] →Rm(Z) D

′[∆′]

であるから，帰納法の仮定より D′[∆′] も無矛盾
である．よって，rd(Y ) ≤ label(Y ) を示せば十分
である．いま，D′[∆] →Rm(Z) D′[∆′] であるか
ら，補題 33より，rd(D′[∆]) ≤ rd(D′[∆′])．よって，
rd(Y ) = 1+rd(D′[∆′]) ≥ 1+rd(D′[∆]) = rd(X) ≥
label(X) = p = label(Y )．
3. D[ ] = D′[ ] ◦p X ′ のとき．このとき，X =

D′[∆] ◦p X ′ の無矛盾性から D′[∆], X ′ は無矛盾であ
る．また，D′[∆]は無矛盾かつD′[∆] →Rm(Z) D

′[∆′]

であるから，帰納法の仮定よりD′[∆′]は無矛盾である．
よって，rd(Y ) ≥ label(Y )を示せば十分である．こ
れは，rd(X) ≥ label(X)より rd(Y ) = 1+rd(X ′) =

rd(X)かつ label(X) = label(Y )から明らか． 2

定義 36. ( [10]) Z ∈ {Φn} とする．写像 tag :

T (F(R(Z))) → T (F(Rm(Z))) を，葉でない任意
の部分項 X の根記号 ◦ をラベル付き記号 ◦rd(X) で
置き換えると定義する．
定義 37. ( [10]) Z ∈ {Φn} とする．写像 forget :

T (F(Rm(Z))) → T (F(R(Z)))を，すべてのラベル
付き記号 ◦l を ◦で置き換えると定義する．
補題 38. Z ∈ {Φn} とする．ある m ≥ 1 に対
して，T (F(Rm(Z))) ∋ X →Rm(Z) Y ならば，
forget(X) →R(Z) forget(Y )．
(証明) 定義 29と定義 37から，明らか． 2

補題 39. Z ∈ {Φn}とする．項X ∈ T (F(R(Z)))と
ラベル付き項X ′ を考える．forget(X ′) = X →∆

R(Z)



Y かつ X ′ が無矛盾ならば，X ′ →Rrd(∆)(Z) Y
′ かつ

forget(Y ′) = Y を満たす Y ′ が存在する．
(証明) forget(X ′) = X →∆

R(Z) Y より，X =

D[∆] →∆
R(Z) D[Γ] = Y を満たす基礎 Z-文脈 D[ ]が

存在する．∆ = (. . . ((((Φn◦A)◦B)◦C)◦E1) . . .)◦En

とする．D[∆] = D[(. . . ((((Φn ◦ A) ◦ B) ◦ C) ◦
E1) . . .) ◦ En] →∆

R(Z) D[(A ◦ (. . . ((B ◦ E1) . . .) ◦
En)) ◦ (. . . ((C ◦ E1) . . .) ◦ En)] = D[Γ]．X ′ が無
矛盾より，X ′′ ̸= Z である任意の X ′′ ⊴ X ′ に対し
て，rd(X ′′) ≥ label(X ′′)．forget(X ′) = X = D[∆]

より，forget(∆′) = ∆ を満たす ∆′ ⊴ X ′ が存在
する．forget(∆′) = ∆ より，∆′ = (. . . ((((Φn ◦L1

A′) ◦L1 B′) ◦L1 C′) ◦L1 E′
1) . . .) ◦L2 E′

n とする．無
矛盾な項の部分項は無矛盾より，∆′ ⊴ X ′ に対して，
rd(∆′) ≥ label(∆′)．label(∆′) ≤ rd(∆′) = rd(∆)．
L2 = label(∆′) ≤ rd(∆) より，∆′ は Rrd(∆)(Z) の
リデックスである．∆′ ⊴ X ′より，X ′ = D′[∆′]かつ
forget(D′[ ]) = D[ ] を満たすラベル付き基礎 Z-文
脈D′[ ]が存在する．Y ′ = D′[(A′ ◦L2+1 (. . . ((B

′ ◦L1

E′
1) . . .)◦L2 E

′
n))◦L2+1 (. . . ((C

′ ◦L1 E
′
1) . . .)◦L2 E

′
n)]

とすると，X ′ = D′[∆′] = D′[(. . . ((((Φn ◦L1

A′)◦L1 B
′)◦L1 C

′)◦L1 E
′
1) . . .)◦L2 E

′
n] →Rrd(∆)(Z)=

D′[(A′ ◦L2+1 (. . . ((B′ ◦L1 E′
1) . . .) ◦L2 E′

n)) ◦L2+1

(. . . ((C′ ◦L1 E′
1) . . .) ◦L2 E′

n)] = D′[∆′] = Y ′ か
つ forget(Y ′) = D[(A ◦ (. . . ((B ◦ E1) . . .) ◦ En)) ◦
(. . . ((C ◦ E1) . . .) ◦ En)]を満たす． 2

補題 40. Z ∈ {Φn}とする．R(Z)上の有限または無
限書き換え列 T (F(R(Z))) ∋ X1 →∆1

R(Z) X2 →∆2
R(Z)

X3 →∆3
R(Z) · · · が存在し， 任意の k ≥ 1 に対して，

rd(∆k) ≤ mと仮定する．このとき，X ′
1 = tag(X1)

かつ任意の k ≥ 1 に対して forget(X ′
k) = Xk

を満たす Rm(Z) 上の有限または無限書き換え列
X ′

1 →Rm(Z) X ′
2 →Rm(Z) X ′

3 →Rm(Z) · · · が存在
する．
(証 明) 写 像 tag と forget の 定 義 か ら ，

forget(X ′
1) = X1．また，X ′

1 は定義から，無矛
盾である．したがって，X ′

1 →Rm(Z) X ′
2 →Rm(Z)

· · · →Rm(Z) X ′
i，任意の 1 ≤ k ≤ i に対して

forget(X ′
k) = Xk かつ X ′

i+1 は無矛盾性を満たす
X ′

i+1 が存在することを示せば十分である．いま，仮

定より，forget(X ′
i) = Xi, Xi →∆i

R(Z) Xi+1 かつ X ′
i

が無矛盾であるから，補題 39より，X ′
i →∆i

Rrd(∆i)
(Z)

X ′
i+1 かつ forget(X ′

i+1) = Xi+1 を満たす Xi+1 が
存在する．仮定 rd(∆i) ≤ m より，Rrd(∆i)(Z) ⊆
Rm(Z)．よって，X ′

i →Rm(Z) X
′
i+1．また，X ′

i の無
矛盾性と補題 35より，X ′

i+1 は無矛盾である． 2

補題 41. Z ∈ {Φn}とする．R(Z)上の無限書き換え
列 T (F(R(Z))) ∋ X1 →∆1

R(Z) X2 →∆2
R(Z) X3 →∆3

R(Z)

· · · が存在すると仮定する．このとき，任意の k ≥ 1

に対して rd(∆k)は有界ではない．
(証明) 任意の k ≥ 1 に対して rd(∆k) は有
界である，すなわち，任意の k ≥ 1 に対して
rd(∆k) ≤ m を満たす m ∈ N が存在すると仮定
する．補題 40 より，Rm(Z) 上の無限書き換え列
X ′

1 →Rm(Z) X
′
2 →Rm(Z) X

′
3 →Rm(Z) · · · が存在す

る．しかしながら，補題 31 より，Rm(Z) は停止性
をもつ．したがって，Rm(Z)は無限書き換え列をも
たない．よって，矛盾する． 2

定理 42. 任意の n ≥ 2に対して，Z ∈ {Φn}とする．
TRS R(Z)は非基礎ループ性をもつ．
(証明) 基礎ループ T (F(R(Z))) ∋ X →+

R(Z) C[X]

が存在すると仮定する．このとき，R(Z)上の無限書
き換え列 X = X1 →∆1

R(Z) X2 →∆2
R(Z) · · ·Xn →∆m

R(Z)

C[X1] →∆1
R(Z) C[X2] →∆2

R(Z) · · ·C[Xn] →∆m
R(Z)

C[C[X1]] →∆1
R(Z) C[C[X2]] →∆2

R(Z) · · · が得られる．
R(Z)-リデックス∆kは有限個であるから，rd(∆k) ≤
m0 を満たすm0 ∈ Nが存在する (1 ≤ k ≤ m)．これ
は補題 41に矛盾する． 2

7 まとめと今後の課題
本論文では，一般的な組合せ子からなる項書き換え
システム 6例が ω-強頭部正規化可能性をもたないこ
とを示した．また，3例が停止性をもち，5例が非循
環性をもち，4例が非基礎ループ性をもつことを示し
た．今後の課題は，停止性をもつことを証明すること
も反証することもできなかった 2 例に対して，停止
性の証明または反証を行うことである．
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A 補題 25の証明の補足
項 t, t1, t2, t3 はそれぞれ下記の通りである．
t = A(a(a(a(a(A3, a(A3, w

′)), z′′),

a(a(a(a(A3, x1), x1), x4), x3)),

a(a(a(a(A3, a(a(a(A3,A3),

a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)), x1),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)))),

a(a(a(a(A3, a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)),

x1)), x1),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1))).

t1 = A(a(a(a(a(A3, w
′), a(a(a(a(A3, a(a(a(A3,A3),

a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)), x1),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1))),

a(a(a(a(A3, x1), x1), x4), x3)),

a(a(a(a(A3, a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)),

x1)), x1),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)))),

a(a(a(a(A3, a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)),

x1)), x1),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)),

(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1))).



t2 = A(a(a(a(a(A3, a(a(a(A3,A3),

a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)), x1),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)),

a(a(a(a(w′, a(a(a(a(A3, x1), x1), x4), x3)),

a(a(a(a(A3, x1), x1), x4), x3)), x4), x3)).

t3 = A(a(a(a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′),

a(a(a(a(A3, x1), x1), x4), x3)),

a(a(a(a(A3, a(a(a(A3, A3),

a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)), x1),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)))),

a(a(a(a(A3, a(a(a(A3,A3),

a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)), x1),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1)),

a(a(a(A3,A3), a(a(A3, a(A3, w
′)), z′′)), x1))).


