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いくつかの組合せ子の非停止性

岩見 宗弘

Smullyan (1994) は，Smullyan (1985) で紹介した組合せ子以外にも多くの組合せ子を紹介している．岩見 (2023)

はそれらの組合せ子 37 例のうち 10 例に対して，停止性を持つかどうかが不明であることを調査している．本論文
は，これらの 10 例のうち 4 例の組合せ子 P, S1, S2,D2 が停止性を持たないことを示す．これは現在進行中の研究
の報告である．

1 はじめに
Smullyanは文献 [18]において，多くの組合せ子を
紹介している．また，Smullyanは文献 [19]において，
文献 [18]で紹介した以外にも多くの組合せ子を紹介し
ている．組合せ子は項書き換えシステムの分かりやす
い例として使用されている [11] [22]．また，組合せ子
は関数型プログラミング言語の効率的な実装に応用
されている [16] [23]．
様々な書き換えシステムにおいて，停止性はすべ
ての書き換えの結果が必ず得られることを保証する
重要な性質である．組合せ子が持つ書き換え規則だ
けからなる項書き換えシステムは一見単純であるが，
書き換え規則が 1 つだけからなる項書き換えシステ
ムの停止性は一般に決定不能である [5]．
組合せ子において，停止性を持つ組合せ子も存在
すれば，停止性を持たない組合せ子も存在する．例
えば，組合せ子 K,B, J は停止性を持ち [17]，組合せ
子 S,O,L は停止性を持たないことが知られている
[2] [3] [4] [24] [25] [10] [8] [20] [21]．
最近，岩見 [9]は文献 [19]で紹介されている組合せ
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子が停止性をもつかどうかを調べている．その結果，
37例中 10例は停止性をもつかどうかが不明であるこ
とが分かった．これらの 10例に対して，最初に辞書式
経路順序 [1] [15] を用いたが停止性は示せなかった．次
に，停止性検証ツール [7] [12] [13]を用いたが”Maybe”

と出力された．
本論文では，これらの 10例のうち 4例の組合せ子

P, S1, S2,D2 が停止性を持たないことを示す．組合せ
子の停止性については表 1 にまとめる．これは現在
進行中の研究の報告である．
本論文の構成は以下の通りである．第 2節では，項
書き換えシステムの定義を与える．第 3 節では，組
合せ子 P, S1, S2,D2 の非停止性について述べる．第
4節では，結論を述べる．

2 準備
本節では，項書き換えシステムの定義について述
べる．項書き換えシステムの詳細については文献
[1] [15] [22]を参照して頂きたい．
関数記号の集合を F，変数の加算無限集合を V
と表す (F ∩ V = ∅)．0 引数の関数記号を定数とよ
び，n 引数の関数記号を Fn と表す．N+ を正整数
集合とし，正整数の有限列の集合を N∗

+ と記す．有
限列 p, q ∈ N∗

+ の連結を p.q と記す．F 上の項の
集合 T (F ,V) を次のように帰納的に定義する．(1)

V ⊆ T (F ,V)，(2) f ∈ Fn かつ t1, . . . , tn ∈ T (F ,V)



ならば f(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,V)．変数を含まない項
を基礎項といい，基礎項全体の集合を T (F) により
表す．項 tの位置の集合は N+ 上の有限列の集合であ
り，次のように帰納的に定義する．(1) t = x ∈ V
のとき，Pos(t) = {ϵ} とする．位置 ϵ を根位置
とよぶ．(2) t = f(t1, . . . , tn) のとき，Pos(t) =

{ϵ} ∪
∪n

i=1{i.p | p ∈ Pos(ti)}．位置 p ∈ Pos(t)

における項 tの部分項 t|p を次のように定義する．(1)

p = ϵ のとき，t|p= t，(2) p = i.q, 1 ≤ i ≤ n, かつ
t = f(t1, . . . , tn)のとき，t|p= ti|q．位置集合上の接
頭辞順序を p ≤ q ⇔ ∃r ∈ N∗

+. q = p.r により定義
する．F ∪ {2}上の項を文脈という．すなわち，0個
以上のホール 2を含む項の集合 T (F ∪ {2},V) を次
のように帰納的に定義する．(1) V ⊆ T (F ,V)，(2)

2 ∈ T (F ∪ {2},V)，(3) f ∈ Fn かつ t1, . . . , tn ∈
T (F ,V)ならば f(t1, . . . , tn) ∈ T (F ∪{2},V)．文脈
Cがホール2を 1つだけ含みかつC|p= 2とき，C[ ]p

と表す．C[t]p は文脈 C[ ]p のホール 2を項 tで置き
換えた結果である．t = C[s]p として表すことができ
るならば，sは tの部分項であるといい，s ⊴ tと表す．
さらに，項 sの位置 pの部分項 s|p をホールに置き換
えて得られる文脈を s[ ]pと表す．項 tに出現する変数
の集合を V(t)と表す．項 t中の任意の変数が高々1回
しか出現しないとき，tを線形であるとよぶ．t|p ̸∈ V
のとき，t|p を tの非変数部分項といい，pを tの非変
数位置という．代入 σ を V から T (F ,V)への定義域
dom(σ) = {x ∈ V | σ(x) ̸= x} が有限である写像と
する．すべての代入 σ は項 f(t1, . . . , tn) ∈ T (F ,V)
に対して，σ(f(t1, . . . , tn)) = f(σ(t1), . . . , σ(tn))を
満たす写像 σ : T (F ,V) → T (F ,V) へ拡張できる．
以下では，σ(t) の代わりに tσ という記法を使用す
る．書き換え規則 l → r は T (F ,V) 上の方向付け
られた等式であり，次の条件を満たす：(1) l ̸∈ V，
(2) V(r) ⊆ V(l)．書き換え規則の集合 R を項書き
換えシステム (TRS)とよぶ．項 s, t ∈ T (F ,V)に対
して，書き換え規則 l → r ∈ R，代入 σ，文脈 C[ ]p

が存在して，s = C[lσ]p かつ t = C[rσ]p のとき，
s →p,R tと表す．これを位置 pにおける項 sから項
t への簡約または書き換えステップとよぶ．部分項
s|p をリデックスとよぶ．文脈から明らかな場合また

は必要がない場合は p,R を省略する．TRS R が下
記の条件を満たすとき，直交であるという．(1) 任意
の l → r ∈ R に対して，l が線形である．(2) 書き
換え規則は重なりをもたない，すなわち，書き換え
規則 l → r, l′ → r′ ∈ R と各非変数位置 p ∈ Pos(l)

に対して l|p と l′ は単一化できない．このとき，一
般性を失うことなく V(l|p) ∩ V(l′) = ∅ と仮定する．
l → r = l′ → r′のとき，さらに p ̸= ϵと仮定する．任
意の l → r ∈ Rに対して V(l) = V(r)のとき，TRS

Rは非消去であるという．項 tに対して，t →R uを
満たす項 uが存在しないとき，tを R の正規形とい
い，NF (R)と表す．→Rの反射推移的閉包を→∗

Rと
表し，→Rの推移的閉包を→+

Rと表す．TRS Rが無
限書き換え列 t0 →R t1 →R t2 →R · · · を持たない
とき，停止性を持つという．TRS Rが停止性を持た
ないとき，非停止性を持つという．有限または無限書
き換え列 t0 →R t1 →R t2 →R · · · に対して，項 t0

を書き換え列の開始項とよぶ．任意の t ∈ T (F ,V)が
正規形を持つとき，TRS Rが弱停止性を持つという．

3 組合せ子の非停止性
本節では，組合せ子 P, S1, S2,D2 が停止性を持た
ないことを示す．本節において，組合せ子の書き換え
規則からなる TRSの例では中値記法の適用演算子 ·
を用いる．すなわち，· は 2 引数の関数記号である．
また，·は左結合であるとして，不要な括弧は省略す
る．なお，無限書き換え列中では ·も省略する．各組
合せ子の記号は定数として扱う．
命題 1 ( [11] [22]) R を直交かつ非消去な TRS とす
る．このとき，Rが弱停止性を持つことと Rが停止
性を持つことは同値である．
本節で扱う組合せ子の書き換え規則からなる TRS

は直交かつ非消去である．命題 1より，これらのTRS

では弱停止性を持つことと停止性を持つことは同値
である．

3. 1 組合せ子 P の非停止性
組合せ子 B,M はそれぞれ書き換え規則 Bxyz →

x(yz),Mx → xxを持つ．組合せ子 T は書き換え規
則 Txy → yxを持つ．次の書き換え規則を持つ組合



せ子 P は組合せ子 B, T,M により定義される [19]．
Pxyz → z(xyz)

いま，Y が書き換え規則Y x → x(Y x)を持つ不動点
組合せ子のとき，Y PPx → P (Y P )Px → x(Y PPx)

より，Y PP も不動点組合せ子である．
TRS R(P ) = {P · x · y · z → z · (x · y · z)} とする.

本研究では，最初に手作業において TRS R(P )の
無限書き換え列を構成した．組合せ子 P の書き換え
規則は組合せ子 O の書き換え規則 Oxy → y(xy)に
よく似ており，無限書き換え列が存在するのではな
いかと考えた．また，組合せ子 Oの書き換え規則は，
組合せ子 S の書き換え規則 Sxyz → xz(yz) によく
似ている．さらに，組合せ子 O の無限書き換え列は
OO(OO)から始まり [10] [8]，組合せ子 S の無限書き
換え列は SSS(SSS)(SSS)から始まる [2] [3] [24] [25]．
そこで，組合せ子P の無限書き換え列は PPP (PPP )

から始まるのではないかと考え，実際に無限書き換え
列が得られた．
次に，文献 [14] において，書き換え規則 P =

λx.λy.λz.z(xyz) を追加して，最外戦略で β-簡約を
行い，手作業で得られた無限書き換え列を確認した．
また，Mathematica [26] [27]を用いて，PPP (PPP )

の正規形を求める実験を行ったが，正規形は得られな
かった．さらに，PPP (PPP )を 50回書き換える実
験を行ったが，正規形は得られなかった．
補題 2 組合せ子 P は停止性を持たない．
(証明) 組合せ子 P は下記の無限書き換え列を持
つ．ここで，A = PPP とし，X0 = A,Xn+1 =

PPXn, Y1 = PAX2, Xn+1 = PAYn とする．すな
わち，X0 = PPP,X1 = PPA,X2 = PPX1 =

PP (PPA), X3 = PP (PP (PPA)), . . . , Y1 =

PA(PP (PPA)), Y2 = PA(PA(PP (PPA))), . . .．
X0X0 →ϵ X0X1

→ϵ X1X2 →ϵ X2Y1

→ϵ Y1(PX1Y1)

→ϵ PX1Y1(X0X2(PX1Y1))

→ϵ X0X2(PX1Y1)(X1Y1(X0X2(PX1Y1)))

→11 X2X3(PX1Y1)(X1Y1(X0X2(PX1Y1)))

→11 X3(PX1X3)(PX1Y1)(X1Y1(X0X2(PX1Y1)))

→11 PX1X3(PX2(PX1X3))

(PX1Y1)(X1Y1((X0X2)(PX1Y1)))

→ · · ·
実際は，組合せ子 S の非停止性の証明 [3] [24] [25]のよ
うに，上記の無限書き換え列に規則性を見出して証明
する必要がある．しかしながら，本研究では規則性を
見出すことはできなかった． 2

3. 2 組合せ子 S1, S2 の非停止性
組合せ子 S は書き換え規則 Sxyz → xz(yz) を持
つ．次の書き換え規則を持つ組合せ子 S1, S2 は B,S

から定義される [19]．
S1xyzw → xyw(zw), S2xyzw → xzw(yzw)

1. TRS R(S1) = {S1 ·x ·y ·z ·w → x ·y ·w ·(z ·w)}
とする．
本研究では，最初に手作業において TRS R(S1)

の無限書き換え列を構成した．組合せ子 S1 の
書き換え規則は組合せ子 S の書き換え規則
Sxyz → xz(yz) によく似ており，無限書き換え
列が存在するのではないかと考えた．組合せ子
S の無限書き換え列は SSS(SSS)(SSS) から始
まる．そこで，組合せ子 S1 の無限書き換え列
は S1S1S1S1(S1S1S1S1)(S1S1S1S1)(S1S1S1S1) か
ら始まるのではないかと考え，実際に無限書き換
え列が得られた．
次に，文献 [14] において，書き換え規則 S1 =

λx.λy.λz.λw.xyw(zw) を追加して最外戦略で β-簡
約を行い，手作業で得られた無限書き換え列を確認
した．また，Mathematica を用いて，上記の開始項
の正規形を求める実験を行ったが，正規形は得られな
かった．さらに，上記の開始項を 50回書き換える実
験を行ったが，正規形は得られなかった．



補題 3 組合せ子 S1 は停止性を持たない．
(証明) 組合せ子 S1 は下記の無限書き換え列を持
つ． A = S1S1S1S1 とする．X0 = A,Xn+1 = S1A

とする．すなわち，X1 = S1A,X2 = S1AA,X3 =

S1AAA, . . .．
X0X0X0X0

→11 S1S1X0X1X0X0

→1 X2X2X0

→ϵ X0X0X0X3

→11 S1S1X0X1X0X3

→1 X2X2X3

→ϵ X0X0X3(X2X3)

→11 S1S1X0X1X3(X2X3)

→1 X1X3(X1X3)(X2X3)

→ϵ X0X3(X2X3)(X1X3)(X2X3)

→11 S1S1X3(S1X3)(X2X3)(X1X3(X2X3))

→1 S1X3(X2X3)(S1X3(X2X3))X3(X2X3)

→ · · ·
実際は，組合せ子 S の非停止性の証明 [3] [24] [25]のよ
うに，上記の無限書き換え列に規則性を見出して証明
する必要がある．しかしながら，本研究では規則性を
見出すことはできなかった． 2

2. TRS R(S2) = {S2 ·x·y·z ·w → x·z ·w·(y·z ·w)}
とする．
組合せ子 S2 の場合は，組合せ子 S1 と同様

に S2S2S2S2(S2S2S2S2)(S2S2S2S2)(S2S2S2S2) か
ら無限書き換え列が得られた．
また，Mathematica を用いて，上記の開始項の正

規形を求める実験を行ったが，正規形は得られなかっ
た．さらに，Mathematica を用いて，上記の開始項
を 38回書き換える実験を行ったが，正規形は得られ
なかった．組合せ子 S2 の場合は 39回以上書き換え
る実験を行うと，出力が得られなかった．
補題 4 組合せ子 S2 は停止性を持たない．
(証明) 組合せ子 S2 は下記の無限書き換え列を
持つ．A = S2S2S2S2 とする．X0 = A,Xn+1 =

S2S2Xn とする．また，Y1 = X0X1X0, Yn+1 =

X0YnX0 とする．すなわち，X1 = S2S2X0 =

S2S2A,X2 = S2S2X1 = S2S2(S2S2A), . . . , Y1 =

X0X1X0 = A(S2S2A)A, Y2 = X0Y1X0 =

A(A(S2S2A)A)A, . . .．
X0X0X0X0

→11 X1X1X0X0

→1 S2X1X0Y1X0

→ϵ X1Y1X0Y2

→1 S2Y1X0Y2Y2

→ϵ X0X1X0Y2Y2(Y2Y2)

→14 S2S2X1X2X0Y2Y2(X0Y2Y2)

→14 S2X2X0(X1X2X0)Y2Y2(X0Y2Y2)

→ · · ·
実際は，組合せ子 S の非停止性の証明 [3] [24] [25]のよ
うに，上記の無限書き換え列に規則性を見出して証明
する必要がある．しかしながら，本研究では規則性を
見出すことはできなかった． 2

3. 3 組合せ子 D2 の非停止性
組合せ子 C,W はそれぞれ書き換え規則 Cxyz →

xzy,Wxy → xyy を持つ．組合せ子 D2 は B,C,W

から構成される．組合せ子 D2 は次の書き換え規則を
持つ．

D2xyzw → xw(yz)(xw)

TRS R(D2) = {D2 ·x·y ·z ·w → x·w·(y ·z)·(x·w)}
とする．
組合せ子 D2 の場合は，組合せ子 S1 と同様に

D2D2D2D2(D2D2D2D2)(D2D2D2D2)(D2D2D2D2)

から無限書き換え列が得られた．
また，Mathematica を用いて，上記の開始項の正

規形を求める実験を行ったが，正規形は得られなかっ
た．さらに，Mathematica を用いて，上記の開始項
を 50回書き換える実験を行ったが，正規形は得られ
なかった．
補題 5 組合せ子 D2 は停止性を持たない．
(証明) 組合せ子 D2 は下記の無限書き換え
列を持つ．A = D2D2D2D2 とする．X0 =

A,Xn+1 = D2Xn(n+ 1が奇数のとき), Xn+1 =

D2D2Xn(n+ 1が偶数のとき) とする．すなわち，
X1 = D2A,X2 = D2D2X1 = D2D2(D2A), X3 =

D2X2 = D2(D2D2(D2A)), X4 = D2D2X3 =

D2D2(D2(D2D2(D2A))), X5 = D2X4 =



D2(D2D2(D2(D2D2(D2A)))), . . .．
X0X0X0X0

→12 X1(D2D2)X1X0X0

→1 X0X0X1(X0X0)X0

→13 X1(D2D2)X1X2(X0X0)X0

→12 X0X2X2(X0X2)(X0X0)X0

→14 X3(D2D2)X3X2(X0X2)(X0X0)X0

→13 X2X2X4(X2X2)(X0X2)(X0X0)X0

→14 X5(X1X2)X5(X2X2)(X0X2)(X0X0)X0

→12 X4(X2X2)((X1X2)X5)(X4(X2X2))(X0X0)X0

→13 D2((X1X2)X5)(X3(X2X2))(D2((X1X2)X5))

(X4(X2X2))(X0X0)X0

→12 (X1X2)X5(X4(X2X2))((X3(X2X2))

(D2((X1X2)X5))((X1X2)X5(X4(X2X2)))

(X0X0)X0

→ · · ·
実際は，組合せ子 S の非停止性の証明 [3] [24] [25]のよ
うに，上記の無限書き換え列に規則性を見出して証明
する必要がある．しかしながら，本研究では規則性を
見出すことはできなかった． 2

3. 4 非停止性のまとめ
補題 2, 3, 4, 5から，次の定理が成り立つ．

定理 6 Z ∈ {P, S1, S2,D2}とする．このとき，組合
せ子 Z は停止性を持たない．
他の 6 例の組合せ子については，下記のことのみ

明らかになかった．これらは文献 [14]とMathmatica

で確認している．これら 6 例の組合せ子の停止性は
未解決のままである．
1. 組合せ子 P3 において，P3P3P3(P3P3P3) は正

規形を持つ．命題 1より，この項から無限書き換え列
は得られない．
2. 組合せ子 Φにおいて，ΦΦΦΦ(ΦΦΦΦ)(ΦΦΦΦ)

(ΦΦΦΦ) は正規形を持つ．命題 1より，この項から
無限書き換え列は得られない．
3. 組合せ子Φ2において，Φ2Φ2Φ2Φ2Φ2(Φ2Φ2Φ2Φ2Φ2)

(Φ2Φ2Φ2Φ2Φ2)(Φ2Φ2Φ2Φ2Φ2)(Φ2Φ2Φ2Φ2Φ2) は正
規形を持つ．命題 1より，この項から無限書き換え列
は得られない．
4. 組合せ子S3において，S3S3S3S3S3(S3S3S3S3S3)

(S3S3S3S3S3)(S3S3S3S3S3)(S3S3S3S3S3)は正規形
を持つ．命題 1より，この項から無限書き換え列は得
られない．
5. 組合せ子S4において，S4S4S4S4S4(S4S4S4S4S4)

(S4S4S4S4S4)(S4S4S4S4S4)(S4S4S4S4S4)は正規形
を持つ．命題 1より，この項から無限書き換え列は得
られない．
6. 組合せ子D1において，D1D1D1D1(D1D1D1D1)

(D1D1D1D1)(D1D1D1D1) は正規形を持つ．命題 1

より，この項から無限書き換え列は得られない．
項書き換えシステムの枠組みによる組合せ子の停

止性に関する結果を表 1にまとめる．

4 おわりに
文献 [9]において，10例の組合せ子は停止性を持つ

かどうかが不明であると報告した．本論文では，これ
らの 10例のうち 4例の組合せ子 P, S1, S2,D2 が停止
性を持たないことを示した．しかしながら，本研究で
与えた組合せ子の書き換え列が本当に無限書き換え
列であることを理論的に証明する必要がある．
今後の課題は，本研究で与えた組合せ子の書き換え

列が本当に無限書き換え列であることを理論的に証
明することである．また，文献 [6]において，ボトム
アップ木オートマトンを用いて項書き換えシステムの
停止性を反証する手法が提案され，組合せ子 S と O

の停止性が反証されている．そこで，この手法を適用
して，4例の組合せ子の停止性を反証することも課題
である．
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