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ソフトウェア検証のためのプレスバーガー算術を含む
論理の決定可能性

伊藤 宗平　龍田 真

ソフトウェアの検証のために算術とリストの入った一階述語論理は重要である．第一の結果として，プレスバーガー
算術とリストの入った一階述語論理の真偽が決定可能であることを示す．また，メモリを扱うソフトウェアの検証の
ために分離論理は重要であり，さらに実際的なソフトウェアではアドレス計算のため算術が必要である．第二の結果
として，points-to, *だけから成る分離論理にプレスバーガー算術を追加した論理の真偽が決定不可能であることを
示す．

1 はじめに
論理による演繹的なソフトウェア検証においては
エンテイルメント判定が重要である．エンテイルメ
ント判定とは「Aならば B」の形の論理式の妥当性，
すなわちその論理式が可能なすべての構造で真であ
るかどうかを判定することである．したがってエンテ
イルメント判定が決定可能である論理は，ソフトウェ
ア検証において有用である．
ソフトウェアは計算を表現するものであるため，自
然数上の演算に関する性質の検証が可能であること
が望ましい．自然数上の演算を持つ一階の理論には自
然数の和のみを持つプレスバーガー算術や自然数の
和と積を持つペアノ算術などが知られている．任意の
論理式の妥当性判定について，プレスバーガー算術は
決定可能であるが，ペアノ算術は決定不能であること
が知られている．また，ソフトウェアはリストや木な
どのデータ構造を用いることが多いため，そのような
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データ構造を扱える論理が望ましい．しかしながら，
これまで自然数の算術とリストなどのデータ構造を
ともに備えた論理の研究は十分なされてこなかった．
一方で，ソフトウェア検証においては，計算に関す
る性質のみならず，メモリの安全性も重要な要件であ
る．メモリ上のポインタ構造を扱える論理に分離論理
がある [13]．分離論理においては決定可能なフラグメ
ントとして，構文を記号的ヒープに限定した分離論理
が知られている [1] [2] [6]．また，記号的ヒープにプレ
スバーガー算術や定数の加法+kを加えた論理も決定
可能である [15] [4]．
一方，記号的ヒープに限らない一般的な一階の分
離論理については決定不能であることが示されてい
る [5] [3] [7]が，分離含意 −∗を除き，points-to演算が
1フィールドの場合には決定可能であることも知られ
ている [3]．このように分離論理の決定可能性につい
て様々な考察がされてきたが，構文制約のない場合に
算術を考慮した分離論理についてはこれまで明らか
にされていなかった．
したがって，本研究では次の事実を明らかにする．

1. プレスバーガー算術とリストをシグネチャに持つ
一階論理は決定可能である．

2. プレスバーガー算術を持ち，分離含意がなく
points-to演算が 1フィールドの分離論理は決定
不能である．



事実 1より，加法とリストを扱うプログラムの検証
において有用な論理体系を発見することができた．一
方で，事実 2 より記号的ヒープによらない分離論理
において決定可能なフラグメントに基本的な算術を追
加すると決定不能となることが明らかになった．した
がって，算術を考慮した決定可能なフラグメントの探
索には記号的ヒープあるいはそれに類する記述への限
定が有望なアプローチであることが明らかになった．
本稿の構成は以下の通りである．2節では関連研究
について述べる. 3節ではプレスバーガー算術とリス
トを備えた一階の論理の決定可能性を証明する．4節
では, プレスバーガー算術を備えた一階の分離論理の
決定不可能性を証明する．5節ではまとめと今後の課
題を述べる.

2 関連研究
自然数上の演算を持つ一階の理論においては加法の
みのプレスバーガー算術は決定可能であるが加法と乗
法を持つペアノ算術は決定不能であることは良く知
られた事実である．プレスバーガー算術の拡張につい
ては，単項述語記号を追加した場合に決定不能となる
ことが示されている [9]．同様の関係がスコーレム算
術 (乗法のみの算術)においても成り立つ [14]．また，
プレスバーガー算術に列，すなわち i番目の要素を取
り出す演算 (a)i を追加した場合には，加法と列から
以下のように乗法が定義できるため決定不能である．

x× y = z iff ∃a.((a)0 = 0 ∧ (a)y = z

∧ ∀i ≤ y((a)i + x = (a)i+1))

一方，本研究の事実 1 では，プレスバーガー算術に
リストを追加した場合には決定可能であることを明
らかにする．
分離論理においては決定可能なフラグメントとし
て記号的ヒープとして知られる, (不)等号と連言に限
定した限量子なしの分離論理 [1] [2] [6]や, 記号的ヒー
プに帰納的に定義された述語と存在限量を含むもの
[10] [16] [11]等が知られている．
また，分離論理に算術を加えた決定可能なフラグ
メントとしては，記号的ヒープにプレスバーガー算
術を追加した論理がある [15]．また，それよりもさら
に制限の強い，定数の加算 +k のみを追加した論理

の計算複雑性が ΠP
2 完全であることも明らかになっ

ている [4]．一方，記号的ヒープに限らない場合につ
いては決定不能であることが知られている．まず 2

フィールドのメモリモデルにおいて決定不能であるこ
とが明らかになった [5]．この結果はのちに厳格化さ
れ，1フィールドのメモリモデルでも分離含意 −∗を
持つ場合決定不能であること [3]，さらに，変数の個
数を二つに限定しても決定不能であること [7]が明ら
かになった．しかし，分離含意を除いた場合には決定
可能であることも知られている [3]．ただし，この結
果は points-to 演算は緩い points-to (↪→) を用いた
場合にのみ示されている．
一方，本研究の事実 2では，分離連言 ∗と points-to

演算 ↪→ のみの分離論理 (1フィールドのメモリモデ
ル)であっても，プレスバーガー算術を追加した場合
には決定不能であることを明らかにする．

3 プレスバーガー算術とリストを備えた一階
の論理の決定可能性

本節では，プレスバーガー算術 [12]とリストを備え
た一階の論理の決定可能性を証明する．証明の方針
は，リスト [a1, a2, . . . , ak]を以下の関数 τ で符号化
することである [17]．

τ(ak, ak−1, . . . , a1)

=2a1 + 2a1+a2+1 + . . .+ 2a1+a2+...+ak+k−1 (1)

この符号化は 2 進数で以下のような値であること
を示している．

1

ak︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 1 . . . 1

a2︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 1

a1︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0 (2)

この符号化を用い，プレスバーガー算術とリストを
備えた一階の論理の式を，プレスバーガー算術と指数
を持つ一階の論理の式に変換する．プレスバーガー算
術と指数を持つ一階の論理は決定可能であることが
示されている [12]ため，我々の主張が証明される．

3. 1 プレスバーガー算術とリストを備えた一階の
論理

本節ではプレスバーガー算術とリストを備えた一
階の論理 LIPres を導入する．LIPres は自然数のソー



トとリストのソートを持つ多ソート論理である．
N,Lをソートとする．0, 1をソートN の定数記号,

nilをソートLの定数記号とする．+を型N×N → N

の二項関数記号，≤を型 N ×N の述語記号, consを
型 N × L → Lの二項関数記号，hdを型 L → N の
単項関数記号，tlを型 L → Lの単項関数記号とする．
ソート N の変数記号の集合を VarN = {x, y, . . .},
ソート Lの変数記号の集合を VarL = {α, . . .}とし，
VarN ∩VarL = ∅とする．
ソートN,Lの項 tN , tL はそれぞれ以下の文法で与
えられる．

tN ::= x | 0 | 1 | tN + tN | hd(tL)
tL ::= α | nil | cons(tN , tL) | tl(tL)

LIPres の式は以下の文法で与えられる．
A ::=tN = tN | tN ≤ tN | tL = tL

| ¬A | A ∧A | A ∨A | A → A

| ∃xA | ∀xA | ∃αA | ∀αA
Nを自然数の集合とする．L = {[a1, . . . , an] | ai ∈

N}とする．LIPres の標準モデルMはソートN の宇
宙 Nとソート Lの宇宙 Lを持つ一階の構造である．
ここで，Mによる LIPres の非論理記号の解釈は以
下の通りとする．

0M = 0

1M = 1

≤M =≤
nilM = [ ]

consM(a, [a1, . . . , an]) = [a, a1, . . . , an]

hdM([ ]) = 0

hdM([a1, . . . , an]) = a1

tlM([ ]) = [ ]

tlM([a1, . . . , an]) = [a2, . . . , an]

ここで，通常のプログラム言語では hdM([ ]) と
tlM([ ])は定義されないが，論理の構造においては関
数は全域的でなければならないため定義されている．
ρ : (VarN → N) ∪ (VarL → L) を変数の付値
とする．ρ を定数記号 c に対し ρ(c) = cM, 項
t1, . . . , tn と関数記号 f に対し ρ(f(t1, . . . , tn)) =

fM(ρ(t1), . . . , ρ(tn)) として項に拡張する．また，
d ∈ N ∪ L に対し ρ[x := d] で，x に対し d を割
り当て，x 以外の変数 y に対しては ρ の通りに値を

割り当てる付値を表す．
標準モデルMと付値 ρで LIPres の式 Aが真であ
ることをM, ρ |= A と表す．M, ρ |= A は以下のよ
うに帰納的に定義される．
M, ρ |= tN = uN iff ρ(tN ) = ρ(uN )

M, ρ |= tN ≤ uN iff ρ(tN ) ≤M ρ(uN )

M, ρ |= tL = uL iff ρ(tL) = ρ(uL)

M, ρ |= ¬A iff M, ρ 6|= A

M, ρ |= A1 ∧A2 iff M, ρ |= A1 かつM, ρ |= A2

M, ρ |= A1 ∨A2 iff M, ρ |= A1 またはM, ρ |= A2

M, ρ |= A1 → A2 iff M, ρ 6|= A1 またはM, ρ |= A2

M, ρ |= ∃xA iff ∃a ∈ N : M, ρ[x := a] |= A

M, ρ |= ∀xA iff ∀a ∈ N : M, ρ[x := a] |= A

M, ρ |= ∃αA iff ∃a ∈ L : M, ρ[α := a] |= A

M, ρ |= ∀αA iff ∀a ∈ L : M, ρ[α := a] |= A

定義 1. LIPres の式 Aが妥当であるとは，全ての付
値 ρ に対し，M, ρ |= A であることをいう．LIPres

の式 A が充足可能であるとは，ある付値 ρ に対し，
M, ρ |= Aであることをいう．

3. 2 決定可能な論理 PresExp

本節では，プレスバーガー算術に指数関数を追加し
た論理 PresExp を導入する．
PresExpのシグネチャは定数記号 0,1, 二項関数記号

+, .−, 二項述語記号≤, 単項関数記号 2x, `2(x), λ2(x)

である．Var = {x, y, z, . . . , α, . . .}を変数の集合とす
る．PresExp の項 tは以下の文法で与えられる．

t ::=x | 0 | 1 | t+ t | t .− t | t ≤ t |
2t | `2(t) | λ2(t)

PresExp の式は以下の文法で与えられる．
A ::=t = t | t ≤ t | ¬A | A ∧A | A ∨A |

A → A | ∃xA | ∀xA
定義 2. PresExp の標準モデルを N とする．N は宇
宙を Nとし，+を自然数の +, 2x を自然数上の 2の
指数関数, 0, 1をそれぞれ自然数の 0, 1と解釈する構
造である． .−, `2, λ2 は以下のような演算として解釈



される．

x .− y =

x− y (x ≥ y)

0 (x < y)

`2(x) = max{y | 2y ≤ x}
λ2(x) = 2ℓ2(x)

変数の付値を ρ : Var → N とする．また，ρ を
ρ(0) = 0, ρ(1) = 1, 項 t1, . . . , tn と関数記号 f に
対して ρ(f(t1, . . . , tn)) = f(ρ(t1), . . . , ρ(tn)) として
項に拡張する．このとき，ρ |= A で，式 Aが自由変
数の解釈 ρの下で標準モデルにおいて真であることを
表す．この関係は以下のように帰納的に定義される．

ρ |= t = u iff ρ(t) = ρ(u)

ρ |= t ≤ u iff ρ(t) ≤ ρ(u)

ρ |= ¬A iff ρ 6|= A

ρ |= A ∧B iff ρ |= A かつ ρ |= B

ρ |= A ∨B iff ρ |= A または ρ |= B

ρ |= A → B iff ρ 6|= A または ρ |= B

ρ |= ∃xA iff ∃n ∈ N : ρ[x := n] |= A

ρ |= ∀xA iff ∀n ∈ N : ρ[x := n] |= A

定義 3. 全ての変数の付値 ρに対して ρ |= Aのとき，
A は妥当であるという．ある変数の付値 ρ に対して
ρ |= Aのとき，Aは充足可能であるという．
定理 1 ( [12]). PresExp の任意の閉式 A が妥当であ
るかどうかは決定可能である．

3. 3 LIPres から PresExp への変換
本節では LIPres の式を PresExp の式に変換する写
像 (·)• を定義する．まず LIPres の項の変換を定義
する．

0• = 0

1• = 1

nil• = 0

x• = x

(t+ u)• = t+ u

tl(l)• = l• .− λ2(l
•)

hd(l)• = `2(l
•) .− `2(tl(l)

•) .− 1

cons(a, nil)• = 2a
•

cons(a, l)• = 2ℓ2(l
•)+a•+1 + l•(for l 6= nil)

次に LIPres の式の変換を定義する．
(t = u)• = t• = u•

(t ≤ u)• = t• ≤ u•

(¬A)• = ¬A•

(A□B)• = A•□B• (□ ∈ {∧,∨,→})
(∀xA)• = ∀xA•

(∃xA)• = ∃xA•

以下では項の変換において成り立つ性質を示す．そ
のためにまずは幾つかの代数的な性質を示す．
補題 1. 全ての自然数x, yに対し, 2x+2x+y < 2x+y+1

が成り立つ．

証明. 2x+y+1−(2x+2x+y) = 2x+y+1−2x+y−2x =

2x+y(2−1)−2x = 2x+y −2x > 0 より成り立つ．

補題 2. 全ての自然数 a1, . . . , ak に対し，2a1 +

aa1+a2+1 + . . . + 2a1+...+ak+k−1 < 2a1+...+ak+k が
成り立つ．

証明.

2a1+...+ak+k − . . .− aa1+a2+1 − 2a1

>2a1+...+ak+k − . . .− aa1+a2+a3+2

− aa1+a2+2 (補題 1)

>2a1+...+ak+k − . . .− aa1+a2+a3+a4+3

− aa1+a2+a3+3 (補題 1)

. . .

>2a1+...+ak+k − 2a1+...+ak+k−1 > 0

補題 3. 全ての自然数 a1, . . . , ak に対し，`2(2
a1 +

aa1+a2+1+. . .+2a1+...+ak+k−1) = a1+. . .+ak+k−1

が成り立つ．

証明. b = 2a1 + aa1+a2+1 + . . .+ 2a1+...+ak+k−1 と
おく．明らかに 2a1+...+ak+k−1 ≤ b．これと補題 2よ
り a1 + . . .+ ak + k− 1 ≤ `2(b) < a1 + . . .+ ak + k

より成り立つ.

以下では cons(ak, cons(ak−1, . . . , cons(a1, nil)))を
[|ak, . . . , a1|]と表す．
次の命題はリストの符号化が式 (1)の通りであるこ



とを示している．
命 題 1. 全 て の 変 数 の 付 値 ρ に 対 し ，
ρ([|ak, . . . , a1|]•) = 2b1 + 2b1+b2+1 + . . . +

2b1+b2+...+bk+k−1 が成り立つ．ここで bi = ρ(a•
i )

である．

証明. k の 帰 納 法 で 示 す．k = 1 の と き ，
ρ(cons(a1, nil)

•) = ρ(2a
•
1 ) = 2ρ(a

•
1) より成り立つ．

k = n + 1 のとき，定義より [|an+1, . . . , a1|]• =

2ℓ2([|an,...,a1|]•)+a•
n+1+1+[|an, . . . , a1|]•である．帰納

法の仮定より，ρ([|an, . . . , a1|]•) = 2b1 +2b1+b2+1 +

. . . + 2b1+b2+...+bn+n−1. ここで，補題 3 より，
`2(2

b1 +2b1+b2+1 + . . .+2b1+b2+...+bn+n−1) = b1 +

b2+. . .+bn+n−1であるので，ρ([|an+1, . . . , a1|]•) =
2b1+b2+...+bn+n−1+bn+1+1 + 2b1 + 2b1+b2+1 + . . . +

2b1+b2+...+bn+n−1 = 2b1 + 2b1+b2+1 + . . . +

2b1+b2+...+bn+bn+1+n.

補題 4. ρ を変数の付値とする．ある自然数
a1, . . . , ak に対し ρ(l•) = 2a1 + 2a1+a2+1 + . . . +

2a1+a2+...+ak+k−1 と表せるとき，ρ(cons(a, l)•) =

2a1 +2a1+a2+1+ . . .+2a1+a2+...+ak+ρ(a•)+kである．

証明. 定義より cons(a, l)• = 2ℓ2(l
•)+a•+1 + l• であ

る．よって ρ(cons(a, l)•) = ρ(2ℓ2(l
•)+a•+1) + ρ(l•)

である．ここで，ρ(2ℓ2(l•)+a•+1) = 2ℓ2(ρ(l
•))+ρ(a•)+1

であり，
`2(ρ(l

•)) + ρ(a•) + 1

=`2(2
a1 + 2a1+a2+1 + . . .+ 2a1+a2+...+ak+k−1)

+ ρ(a•) + 1

=a1 + a2 + . . .+ ak + k − 1 + ρ(a•) + 1 (補題 3)

=a1 + a2 + . . .+ ak + ρ(a•) + k

よって，ρ(2ℓ2(l
•)+a•+1) + ρ(l•) = 2a1 +2a1+a2+1 +

. . .+2a1+a2+...+ak+k−1+2a1+a2+...+ak+ρ(a•)+k.

次の命題は hd, tlの (·)• による変換が正しいことを
述べている．
命題 2. 全ての変数の付値 sに対し

s |= hd(cons(a, l))• = a• (3)

s |= tl(cons(a, l))• = l• (4)

が成り立つ．

証明. l = nilのときは明らかなので，以下では l 6= nil

とする．まず (4)を示す．定義より tl(cons(a, l))• =

cons(a, l)• .− λ2(cons(a, l)
•)．ここで，l 6= nil より

ρ(l•) > 0 なので，ある自然数 a1, . . . , ak を用いて
ρ(l•) = 2a1 + 2a1+a2+1 + . . . + 2a1+a2+...+ak+k−1

と表せるのは明らかである (ρ(l•) の 2 進表現から
a1, . . . , ak を求めることができる)．したがって補
題 4 より ρ(cons(a, l)•) = 2a1 + 2a1+a2+1 + . . . +

2a1+a2+...+ak+ρ(a•)+k. このとき
λ2(2

a1 + 2a1+a2+1 + . . .+ 2a1+a2+...+ak+ρ(a•)+k)

=2ℓ2(2
a1+2a1+a2+1+...+2a1+a2+...+ak+ρ(a•)+k)

=2a1+a2+...+ak+ρ(a•)+k (補題 2)

したがって，
ρ(cons(a, l)• .− λ2(cons(a, l)

•))

=2a1 + 2a1+a2+1 + . . .+ 2a1+a2+...+ak+ρ(a•)+k

.− 2a1+a2+...+ak+ρ(a•)+k

=2a1 + 2a1+a2+1 + . . .+ 2a1+a2+...+ak+k

=ρ(l•)

次に (3)を示す．
hd(cons(a, l))•

=`2(cons(a, l)
•) .− `2(tl(cons(a, l))

•) .− 1

=`2(cons(a, l)
•) .− `2(l

•) .− 1 ((4)より)

ここで，ある自然数 a1, . . . , ak が存在し ρ(l•) =

2a1+2a1+a2+1+. . .+2a1+a2+...+ak+k−1と表せる．し
たがって補題 4より ρ(cons(a, l)•) = 2a1+2a1+a2+1+

. . . + 2a1+a2+...+ak+ρ(a•)+k. したがって，補題 2よ
り，ρ(`2(cons(a, l)•)) = a1+a2+. . .+ak+ρ(a•)+k,

ρ(`2(l
•)) = a1 + a2 + . . .+ ak + k − 1. したがって，

ρ(hd(cons(a, l))•) = a1+a2+ . . .+ak +ρ(a•)+k .−
(a1 + a2 + . . .+ ak + k − 1) .− 1 = ρ(a•).

3. 4 LIPres の決定可能性
本節では，LIPres の決定可能性を証明する．目標は
以下の定理を示すことである．
定理 2. LIPres の式 Aに対し，ある変数の付値 ρ1 が
存在しM, ρ1 |= A が成り立つのは，ある変数の付値
ρ2 が存在し ρ2 |= A• のとき，かつその時に限る．
定理 2 は言い換えると, LIPres の式 A が充足可能
であるのは，PresExp の式 A• が充足可能のとき，か
つその時に限るということである．
これより次の系を得る．



系 1. LIPres の式の妥当性判定は決定可能である．

証明. 定理 2より，LIPres の式 Aが充足可能である
ことと A• が充足可能であることは等価である．これ
より LIPres の式 ¬Aが妥当であることと ¬A• が妥当
であることは等価である．定理 1 より後者は決定可
能である．

以下では定理 2 を示すために必要な準備を行って
いく．まず，リストの集合 Lから自然数の集合 Nへ
の写像 τ を定める．
定義 4. τ : L → N を以下のように定める．

τ([ ]) =0

τ([a1, . . . , an]) =2an + 2an+an−1+1 + . . .+

2an+...+a1+n−1

命題 3. τ は全単射である．

証明. τ(l) = 0 なら l = [ ], τ(l) > 0 なら，
τ(l) = τ([a1, . . . , an]) となる a1, . . . , an は式 (2) の
ように自然数の 2 進表現から一意に定まることから
明らかである．

定義 5. ρ : (VarN → N) ∪ (VarL → L)を LIPres の
付値とする．このとき，ρ′ : Var → Nをソート N の
変数 x に対しては ρ′(x) = ρ(x), ソート L の変数 l

に対しては ρ′(l) = τ(ρ(l))であるような付値とする．
ρ′ は ρ′(0) = 0, ρ′(1) = 1, 項 t1, . . . , tn と関数記号 f

に対して ρ′(f(x1, . . . , xn)) = f(ρ(x1), . . . , ρ(xn))と
して PresExp の項に拡張する．
ここで，τ が全単射であることから，任意の ρに対
し σ′ = ρとなる付値 σ は一意に定まることに注意さ
れたい．
補題 5. LIPres の項 t に対し，t がソート N の
項なら ρ(t) = ρ′(t•) が，t がソート L の項なら
τ(ρ(t)) = ρ′(t•)が，成り立つ．

証明. tの構造に関する帰納法で示す．
t = 0 のとき，ρ(0) = 0 で, ρ′(0•) = ρ′(0) = 0

である．t = 1 のときも同様．t = nil のとき，
τ(ρ(nil)) = τ([ ]) = 0．ρ′(nil•) = ρ′(0) = 0 より
成り立つ．
t = x + y のとき，ρ(x + y) = ρ(x) + ρ(y) =

ρ′(x•) + ρ′(x•)(帰納法の仮定より) = ρ′(x• + y•) =

ρ′((x+ y)•)より成り立つ．
t = cons(a, nil) のとき，τ(ρ(cons(a, nil))) =

τ(consM(ρ(a), ρ([ ]))) = τ([ρ(a)]) = 2ρ(a)．一方，
ρ′(cons(a, nil)•) = 2ρ

′(a)．帰納法の仮定より ρ(a) =

ρ′(a)なので成り立つ．
t = cons(a, l)で l 6= nilのとき，τ(ρ(cons(a, l))) =

τ(consM(ρ(a), ρ(l)))．ここで ρ(l) = [a1, . . . , an] と
なる a1, . . . , an ∈ N が存在する．したがって，
τ(consM(ρ(a), ρ(l))) = τ(consM(a, [a1, . . . , an])) =

τ([a, a1, . . . , an]) = 2an + 2an+an−1+1 + . . . +

2an+...+a1+a+n．一方，帰納法の仮定より ρ′(l•) =

τ(ρ(l)) = 2an + 2an+an−1+1 + . . .+ 2an+...+a1+n−1

なので，補題 4 より，ρ′(cons(a, l)•) = 2an +

2an+an−1+1 + . . .+ 2an+...+a1+a+n である．
t = hd(nil) のとき，ρ(hd(nil)) = hdM(nilM) =

hdM([ ]) = 0．一方，ρ′(hd(nil)•) = ρ′(`2(nil
•) .−

`2(tl(nil)
•) .− 1) = ρ′(`2(0)

.− `2(tl(nil)
•) .− 1) =

`2(ρ
′(0)) .− `2(ρ

′(tl(nil)•)) .− ρ′(1) = `2(0)
.− . . . = 0．

t = hd(l)で l 6= nilのとき，ρ(hd(l)) = hdM(ρ(l))．
ここで，l 6= nil より，ある a1, . . . , an ∈ N が
存在し，ρ(l) = [a1, . . . , an] である．したがっ
て，hdM(ρ(l)) = hdM([a1, . . . , an]) = a1．一方，
ρ′(hd(l)•) = ρ′(`2(l

•) .−`2(tl(l)
•) .−1) = `2(ρ

′(l•)) .−
`2(ρ

′(tl(l)•)) .−1．また，ρ′(tl(l)•) = ρ′(l• .−λ2(l
•)) =

ρ′(l•) .− λ2(ρ
′(l•))．ここで帰納法の仮定より

ρ′(l•) = τ(ρ(l)) = τ([a1, . . . , an]) なので，ρ′(l•) .−
λ2(ρ

′(l•)) = τ([a1, . . . , an])
.− λ2(τ([a1, . . . , an])) =

2an + 2an+an−1+1 + . . . + 2an+...+a1+n−1 .−
λ2(2

an + 2an+an−1+1 + . . . + 2an+...+a1+n−1) =

2an + 2an+an−1+1 + . . . + 2an+...+a1+n−1 .−
2an+...+a1+n−1 = 2an + 2an+an−1+1 + . . . +

2an+...+a2+n−2．よって，`2(ρ′(l•)) .−`2(ρ
′(tl(l)•))+

1 = an+. . .+a1+n−1 .−(an+. . .+a2+n−2)+1 =

a1(補題 3を利用)．
t = tl(nil)のとき，τ(ρ(tl(nil))) = τ(tlM(nilM)) =

τ(tlM([ ])) = τ([ ]) = 0．一方，ρ′(tl(nil)•) =

ρ′(nil• .− λ2(nil
•)) = ρ′(0 .− λ2(0)) = ρ′(0) .−

λ2(ρ
′(0)) = 0 .− 0 = 0．

t = tl(l) で l 6= nil のとき，τ(ρ(tl(l))) =

τ(tlM(ρ(l)))．ここで l 6= nilより，ある a1, . . . , an ∈



N が存在し，ρ(l) = [a1, . . . , an] である．した
がって，τ(tlM(ρ(l))) = τ(tlM([a1, . . . , an])) =

τ([a2, . . . , an])．一 方 ，ρ′(tl(l)•) = ρ′(tl(l)• .−
λ2(l

•)) = ρ′(l•) .− λ2(ρ
′(l•))．帰納法の仮定

よ り ρ′(l•) = τ(ρ(l)) = τ([a1, . . . , an])．し
た がって ，λ2(ρ

′(l•)) = λ2(τ([a1, . . . , an])) =

λ2(2
an + 2an+an−1+1 + . . . + 2an+...+a1+n−1) =

2an+...+a1+n−1(λ2 の定義と補題 3 より)．これよ
り，ρ′(l•) .− λ2(ρ

′(l•)) = 2an + 2an+an−1+1 + . . .+

2an+...+a2+n−2 = τ([a2, . . . , an])．

命題 4. 全ての ρに対し, M, ρ |= A ⇔ ρ′ |= A• が
成り立つ．

証明. Aの帰納法で示す．
A = (t = u)で tと uがソート N の項のとき，補
題 5 より ρ′(t•) = ρ(t) かつ ρ′(u•) = ρ(u)．よって
ρ(t) = ρ(u) ⇔ ρ′(t•) = ρ′(u•)．
A = (t ≤ u)のときも同様に成り立つ．
A = (t = u)で tと uがソート Lの項のとき，補題

5より ρ′(t•) = τ(ρ(t))かつ ρ′(u•) = τ(ρ(u))．命題 3

より，τ は全単射なので ρ′(t•) = ρ′(u•) ⇔ τ(ρ(t)) =

τ(ρ(u)) ⇔ ρ(t) = ρ(u)．
A = ¬B のとき，M, ρ |= ¬B ⇔ M, ρ 6|= B ⇔

ρ′ 6|= B•(帰納法の仮定の対偶) ⇔ ρ′ |= ¬B•．
A = A ∧ B のとき，M, ρ |= A ∧ B ⇔

M, ρ |= A かつM, ρ |= B ⇔ ρ′ |= A• かつ ρ′ |=
B•(帰納法の仮定) ⇔ ρ′ |= A• ∧B•．
A = ∃αB で α がソート L のとき，まずM, ρ |=

∃αB ⇒ ρ′ |= B• を示す．M, ρ |= ∃αB ⇔ ある l ∈
L が存在しρ[α := l] |= B．ρ1 = (ρ[α := l])′ と定め
ると，帰納法の仮定より ρ1 |= B•．ここで，ρ′[α :=

τ(l)] = ρ1 であることから，ρ′[α := τ(l)] |= B•．
よって ρ′ |= ∃αB•．次に，ρ′ |= B• ⇒ M, ρ |= ∃αB
を示す．ρ′ |= ∃αB• ⇔ ある n ∈ N が存在し，
ρ′[α := n] |= B•．ここで，命題 3 より，τ は全
単射なので，ある l ∈ L が存在し n = τ(l) であ
る．よって，ρ′[α := τ(l)] |= B•．帰納法の仮定より
ρ[α := l] |= B．したがって，ρ |= ∃αB．
Aが他の場合も同様に示される．

これで定理 2の証明の準備が整った．
定理 2. LIPres の式 Aに対し，ある変数の付値 ρ1 が
存在しM, ρ1 |= A が成り立つのは，ある変数の付値
ρ2 が存在し ρ2 |= A• のとき，かつその時に限る．

証明. only if 方向．ある変数の付値 ρ1 が存在し
M, ρ1 |= A が成り立つとする．このとき，命題 4

より，ρ′1 |= Aである．
if 方向．ある変数の付値 ρ2 が存在し ρ2 |= A• と
する．このとき，ρ1 = ρ′2 となるような付値が存在す
る．命題 4より，M, ρ1 |= Aである．

4 プレスバーガー算術を備えた一階分離論理
の決定不能性

4. 1 分離論理 SLPres

本節では，本研究で考えるプレスバーガー算術を備
えた一階の分離論理 SLPres の定義を与える．変数の
集合を Var = {x, y, . . .} とする．アドレスの集合と
値の集合をともに Nとする．項は以下の文法で与え
られる．

t ::= x | 0 | 1 | t+ t

式は以下の文法で与えられる．
A ::=t = t | t ≤ t | t ↪→ t | A ∗A | ¬A |

A ∧A | A ∨A | A → A | ∃xA | ∀xA
x < y を x ≤ y ∧ x 6= y により定義される述語と
する．x 7→ − を ∃y(x 7→ y) の略記，∀x ≤ t A を
∀x(x ≤ t → A) の略記，trueを 0 = 0の略記とする．
s : Var → N を変数の付値とする．s を s(0) =

0, s(1) = 1, 項 t1, . . . , tn と関数記号 f に対して
s(f(t1, . . . , tn)) = f(s(t1), . . . , s(tn)) として項に拡
張する．また，n ∈ Nに対し s[x := n]で，xに対し
nを割り当て，x以外の変数 y に対しては s(y)を割
り当てる変数の付値を表す．ヒープ h : N → N をド
メインが有限となるような部分関数とする．ヒープ
はメモリの状態を表している．ヒープ h1 と h2 に対
し，h1 ⊥ h2 ⇔ Dom(h1) ∩ Dom(h2) = ∅ と定義す
る．h1 ⊥ h2 のとき，h1 ] h2 を h1 と h2 の和ヒープ
とする．SLPres の式 Aが変数の付値 sとヒープ hに
対し真である，という関係を s, h |= Aと表す．この



関係は以下のように帰納的に定義される．
s, h |= t1 = t2 iff s(t1) = s(t2)

s, h |= t1 ≤ t2 iff s(t1) ≤ s(t2)

s, h |= t1 ↪→ t2 iff h(s(t1)) = s(t2)

s, h |= A1 ∗A2 iff ∃h1, h2 : h1 ⊥ h2 かつ
h1 ] h2 = h かつ
s, h1 |= A1 かつ s, h2 |= A2

s, h |= ¬A iff s, h 6|= A

s, h |= A1 ∧A2 iff s, h |= A1 かつ s, h |= A2

s, h |= A1 ∨A2 iff s, h |= A1 または s, h |= A2

s, h |= A1 → A2 iff s, h 6|= A1 または s, h |= A2

s, h |= ∃xA iff ∃n ∈ N : s[x := n], h |= A

s, h |= ∀xA iff ∀n ∈ N : s[x := n], h |= A

全ての sと hで s, h |= A が成り立つとき，Aは妥
当であるという．
↪→の定義より，本論理は 1フィールドのメモリモ
デルを採用していることに注意されたい．プレスバー
ガー算術を除けばこの論理は決定可能である [3]．

4. 2 一階算術の論理 LbPA

この節では一階算術の論理 LbPA の定義を与える．
定義 6. LbPA を二項関数記号 +, 二項述語記号 ≤, 三
項述語記号 Mult, 定数記号 0, 1 をシグネチャとする
一階の論理とする．Var = {x, y, . . .}を変数の集合と
する．項は以下の文法で与えられる．

t ::= x | 0 | 1 | t+ t

LbPA の式は以下の文法の Aで与えられる．
B ::=t = t | t ≤ t | Mult(t, t, t) | ¬B |

B ∧B | B ∨B | B → B

A ::=B | ∃xA | ∀x ≤ t A

この文法の定義より，LbPA の式は全て冠頭標準形で
ある．LbPAの標準モデルをN とする．N は宇宙を N

とし，+を自然数の +, 0, 1をそれぞれ自然数の 0, 1

と解釈する構造である．変数の付値を s : Var → Nと
する．sを s(0) = 0, s(1) = 1, 項 t1, . . . , tn と関数記
号 f に対して s(f(t1, . . . , tn)) = f(s(t1), . . . , s(tn))

として項に拡張する．また，n ∈ Nに対し s[x := n]

で，x に対し n を割り当て，x 以外の変数 y に対し
ては s(y)を割り当てる変数の付値を表す．このとき，
s |= A で，式 Aが自由変数の解釈 sの下で標準モデ

ルにおいて真であることを表す．この関係は以下のよ
うに帰納的に定義される．
s |= t = u iff s(t) = s(u)

s |= t ≤ u iff s(t) ≤ s(u)

s |= Mult(t, u, v) iff s(t)× s(u) = s(v)

s |= ¬A iff s 6|= A

s |= A ∧B iff s |= A かつ s |= B

s |= A ∨B iff s |= A または s |= B

s |= A → B iff s 6|= A または s |= B

s |= ∃xA iff ∃n ∈ N : s[x := n] |= A

s |= ∀x ≤ t A iff ∀n ≤ s(t) : s[x := n] |= A

全ての変数の付値 sに対して s |= Aのとき，Aは
妥当であるという．
定理 3. LbPA の任意の文 Aが妥当であるかどうかは
決定不能である．

証明. クリーネの T 述語は原始帰納的であるた
め LbPA の式で表現可能である (例えば [8] Theo-

rem 1.2.19 参照)．すると停止集合 (Halting set) は
{x | ∃zT (x, x, z)}として表現できることによる．

4. 3 LbPA から SLPres への変換
本節では LbPAの式を SLPresの式に変換する写像を
定義する．ここではLbPAの式Aは冠頭標準形で，本体
は選言標準形であるとする (以下では冠頭選言標準形と
呼ぶ)．すなわち，A = Q1x1 . . . Qnxn(B1∨. . .∨Bn),

Bi = Ci
1 ∧ . . . ∧ Ci

ik
(i ∈ {1, . . . , n}), Ci

j(j ∈
{1, . . . , ik}) はリテラル (原子論理式またはその否
定), Qixi は ∃xi か ∀xi ≤ ti とする．



このとき，変換 (·)◦ を次のように定義する．
(t = u)◦ = t = u

(t 6= u)◦ = t 6= u

(t ≤ u)◦ = t ≤ u

(t 6≤ u)◦ = t 6≤ u

Mult(x, y, z)◦ = ∃b(∀i(i ≤ x ↔ b+ i ↪→ −)

∧ b ↪→ 0 ∧ b+ y ↪→ z

∧ ∀i(i < y → ∀w(b+ i ↪→ w

→ b+ i+ 1 ↪→ w + x)))

(¬Mult(x, y, z))◦ = ∃w(Mult(x, y, w)◦ ∧ z 6= w)

(C1 ∧ . . . ∧ Ck)
◦ = C◦

1 ∗ true ∧ . . . ∧ C◦
k ∗ true

(B1 ∨ . . . ∨Bk)
◦ = B◦

1 ∨ . . . ∨B◦
k

(∃xA)◦ = ∃xA◦

(∀x ≤ t A)◦ = ∀x ≤ t(A◦ ∗ true)
(Mult(x, y, z))◦ は，あるベースアドレス b に値 0

を格納し，隣り合う y 個のメモリセルに xを次々に
足していった値が格納されたメモリ状態を表してい
る．これにより，最後のセル (アドレス b+ y)には値
x× y が格納されることになり，これが z となる．

4. 4 分離論理 SLPres の決定不能性
本節では SLPres の決定不能性を証明する．目標は，
次の定理を示すことである．
定理 4. Aを LbPA の式とするとき，ある sが存在し
て s |= Aであるのは，ある sとヒープ hが存在して
s, h |= A◦ のとき，かつその時に限る．
この定理より以下が成り立つ．
系 2. Aを LbPA の文とするとき，Aが妥当である iff

¬A◦ が妥当ではない．

証明. LbPA の文が充足可能であることと妥当である
ことは等価なので，定理 4より，LbPA の文 Aが妥当
であることと，A◦ が充足可能であることは等価であ
る．これより LbPA の式 Aが妥当であることと，¬A◦

が妥当でないことは等価である．

定理 3と系 2より，SLPres の決定不能性を得る．
定理 5. SLPres の式 A の妥当性判定は決定不能で
ある．
したがって，以下では定理 4を証明していく．その

方針は，まず LbPA の選言標準形の Aが限量子なしの
ときに，s |= A ⇔ ∃h(s, h |= A◦)が成り立つことを
示す (命題 5)．次に，Aが s |= A ⇔ ∃h(s, h |= A◦)

を満たす場合に，∃xAと ∀x ≤ t Aの場合についても
成り立つことを示す (命題 6, 7)．最後に，定理 4 は
限量子の数に関する帰納法により証明する．
したがって，まずは次の命題を証明する．
命題 5. Aが限量子なしの選言標準形の LbPA の式の
とき，s |= A iff あるヒープ hが存在して s, h |= A◦．
このために次の二つの補題が必要になるのでそれ
を示す．
補題 6. 以下の二つが成り立つ．(i) s |= Mult(x, y, z)

iff あるヒープ h が存在し s, h |= Mult(x, y, z)◦.

(ii) s |= ¬Mult(x, y, z) iff あるヒープ h が存在し
s, h |= (¬Mult(x, y, z))◦.

証明. (i) の 証 明 ．only if 方 向 を 示 す．s |=
Mult(x, y, z) より，s(x) × s(y) = s(z)．このとき，
ある b ∈ N に対し，h(b) = 0, h(b + 1) = s(x),

h(b+2) = s(x)×2, . . ., h(b+s(y)) = s(x)×s(y) と
なる hを選べばよい．次に if方向を示す．仮定より，あ
る hである b ∈ N に対し, h(b) = 0, h(b+1) = s(x),

h(b+2) = s(x)× 2, . . ., h(b+ s(y)) = s(z)．ここで，
全ての i ∈ {0, . . . , s(y)}に対し，h(b+ i) = s(x)× i

であることは容易にわかる．よって s(x)×s(y) = s(z)

すなわち s |= Mult(x, y, z)．
(ii) の 証 明 ．s |= ¬Mult(x, y, z) iff s |=

∃w(Mult(x, y, z)∧w 6= z)であることは容易にわかる．
したがって，s |= ∃w(Mult(x, y, z) ∧ w 6= z) iff ある
ヒープ hが存在して s, h |= ∃w(Mult(x, y, z)◦ ∧ w 6=



z) を示せばよい．
s |= ∃w(Mult(x, y, z) ∧ w 6= z)

⇔∃n ∈ N : (s[w := n] |= Mult(x, y, w) ∧ w 6= z)

⇔∃n ∈ N : (s[w := n] |= Mult(x, y, w) かつ
s[w := n] |= w 6= z)

⇔∃n ∈ N : (∃h : (s[w := n], h |= Mult(x, y, w)◦) かつ
s[w := n] |= w 6= z) ((i)より)

⇔∃n ∈ N : (∃h : (s[w := n], h |= Mult(x, y, w)◦ かつ
s[w := n], h |= w 6= z))

(hに依存しないため)

⇔∃n ∈ N : (∃h : s[w := n], h |= Mult(x, y, w)◦ ∧ w 6= z)

⇔∃h : (s, h |= ∃w(Mult(x, y, z)◦ ∧ w 6= z))

以上により示された．

補題 7. s, h |= Mult(x, y, z)◦ なら，ある h′ が存
在し，s, h′ |= Mult(x, y, z)◦ かつ maxDom(h′) −
minDom(h′) = s(y)．

証明. ある b ∈ Nに対し，Dom(h′) = {b, b+1, . . . , b+

s(y)}, h′(b) = 0, h′(b+1) = s(x), h′(b+2) = s(x)×2

. . ., h′(b+ s(y)) = s(x)× s(y) とすれば所望の h′ を
得る．

次に，ヒープの平行関係を定義する．自然数の集合
S と整数 dに対し，集合 S + d = {x+ d | x ∈ S}と
する．
定義 7. ヒープ h と h′ が平行である (h ‖ h′) と
は，ある整数 d が存在し minDom(h) + d ≥ 0 かつ
Dom(h′) = Dom(h) + d かつ h(x) = h′(x+ d) のと
き，かつそのときに限る．
ヒープ間の平行関係は，あるヒープの内容を全て一
定のアドレスだけ左（あるいは右）にずらした関係に
あることを意味している．
補題 8. 以下の二つが成り立つ．(i) s, h |=
Mult(x, y, z)◦ のとき，h と平行な全ての h′ に対
し，s, h′ |= Mult(x, y, z)◦ が成り立つ．(ii) s, h |=
¬Mult(x, y, z)◦ のとき，hと平行な全ての h′ に対し，
s, h′ |= (¬Mult(x, y, z))◦ が成り立つ．

証明. (i)の証明．s, h |= Mult(x, y, z)◦ なので，補題

7より，hはある b ∈ Nで h(b) = 0, h(b+1) = s(x),

h(b + 2) = s(x) × 2, . . . , h(b + s(y)) = s(x) × s(y)

となるように選んでよい．このとき，h′を hと平行な
ヒープとすると，ある整数 dが存在し，b+ d ≥ 0で，
h′(b+ d) = 0, h′(b+ d+ 1) = s(x), h′(b+ d+ 2) =

s(x)× 2, . . . , h′(b+ d+ s(y)) = s(x)× s(y)となる．
よって明らかに s, h′ |= Mult(x, y, z)◦ である．
(ii)の証明．
s, h |= Mult(x, y, z)◦

⇔s, h |= ∃w(Mult(x, y, z)◦ ∧ w 6= z)

⇔∃n ∈ N : s[w := n], h |= Mult(x, y, z)◦ ∧ w 6= z

⇔∃n ∈ N : s[w := n], h |= Mult(x, y, z)◦ かつ
s[w := n], h |= w 6= z (1)

ここで h′ を hと平行なヒープとすると，(i)より
(1) ⇔∃n ∈ N : s[w := n], h′ |= Mult(x, y, z)◦ かつ

s[w := n], h |= w 6= z

⇔∃n ∈ N : s[w := n], h′ |= Mult(x, y, z)◦ かつ
s[w := n], h′ |= w 6= z

(ヒープと関係ないため)

⇔∃n ∈ N : s[w := n], h′ |= Mult(x, y, z)◦ ∧ w 6= z

⇔s, h′ |= ∃w(Mult(x, y, z)◦ ∧ w 6= z)

⇔s, h′ |= (¬Mult(x, y, z))◦

準備が整ったので命題 5を証明する．
命題 5の証明. Aの構造に関する帰納法で示す．
(i) A = (t ./ u)(./∈ {=, 6=,≤, 6≤}) のとき，

A = A◦ より明らか．A = Mult(x, y, z), A =

¬Mult(x, y, z)のときは補題 6より従う．
(ii) A = B1 ∧ . . . ∧Bn で Bi(i ∈ {1, . . . , n})がリ
テラルとする．まず only if方向を示す．

s |= A ⇔ s |= B1 かつ . . . かつ s |= Bn

i.h.⇔ ∃h1(s, h1 |= B◦
1 ) かつ . . . かつ

∃hn(s, hn |= B◦
n) (5)

ここで，Bi = (t ./ u)(./∈ {=, 6=,≤, 6≤}) の場
合は，Dom(hi) = ∅ なる hi が選べる．また，
Bi = Mult(x, y, z) あるいは Bi = ¬Mult(x, y, z)

なら，補題 7,8より，Dom(hi) = {maxDom(hi−1)+

1, . . . ,maxDom(hi−1) + 1 + s(y)} なる hi が選べ
る．ただし，Dom(h0) = ∅ とし, Dom(hi−1) = ∅



のときは maxDom(hi−1) = 0 とする．すると,

h1 ⊥ . . . ⊥ hn である．h = h1 ] . . . ] hn とする
と，式 (5)が成り立つとき，s, h |= B◦

1 ∗ true かつ . . .

かつ s, h |= B◦
n ∗ true である．したがって，ある hが

存在して s, h |= B◦
1 ∗ true ∧ . . . ∧B◦

n ∗ true すなわち
s, h |= (B1 ∧ . . . ∧Bn)

◦ を得る．次に if方向を示す．
∃h(s, h |= (B1 ∧ . . . ∧Bn)

◦)

⇔∃h(s, h |= B1 ∗ true ∧ . . . ∧Bn ∗ true)
⇔∃h(s, h |= B1 ∗ true かつ . . . かつ s, h |= Bn ∗ true)
⇒∃h(s, h |= B1 ∗ true) かつ . . . かつ

∃h(s, h |= Bn ∗ true)
i.h.⇔s |= B1 かつ . . . かつ s |= Bn

⇔s |= B1 ∧ . . . ∧Bn

(iii) A = B1 ∨ . . . ∨Bn で各 Bi はリテラルの連言の
とき,

s |= A

⇔s |= B1 または . . . または s |= Bn

i.h.⇔∃h1(s, h1 |= B◦
1 ) または . . . または

∃hn(s, hn |= B◦
n)

⇔∃h(s, h |= B◦
1 または . . . または s, h |= B◦

n)

⇔∃h(s, h |= B◦
1 ∨ . . . ∨B◦

n)

□
次に，∃xAの場合について証明する．
命題 6. 全ての sに対し，s |= A iff あるヒープ hが
存在し s, h |= A◦ ならば，全ての sに対し，s |= ∃xA
iff あるヒープ hが存在し s, h |= ∃xA◦．

証明.

s |= ∃xA
⇔∃x ∈ N : s[x := n] |= A

⇔∃x ∈ N : ∃h : (s[x := n], h |= A◦) (仮定より)

⇔∃h : ∃x ∈ N : s[x := n], h |= A◦

⇔∃h : (s, h |= ∃xA◦)

最後に，∀x ≤ t Aの場合について証明するが，そ
れにはいくつかの補題が必要となる．まず，LbPA の
式 Aに対し，A◦ が充足可能，すなわちある s, hに対
し s, h |= A◦ が成り立つなら，hを任意に平行移動し
たヒープ h′ も A◦ のモデルになること (補題 11) を
示す．それを示すためにやはりいくつかの補題が必要

となる．
補題 9. Aを限量子なしの選言標準形の LbPA の式と
する．s, h |= A◦ ならば，h と平行な全ての h′ に対
し，s, h′ |= A◦ が成り立つ．

証明. Aの構造帰納法で証明する．
(i) A = (t ./ u)(./∈ {=, 6=,≤, 6≤}) のとき，ヒー
プとは関係ないので成り立つ．A = Mult(x, y, z),

A = (¬Mult(x, y, z))◦ のときは補題 8より成り立つ．
(ii) A = B1 ∧ . . . ∧Bn で Bi(i ∈ {1, . . . , n})がリ
テラルとする．

s, h |= A◦

⇔s, h |= B◦
1 ∗ true ∧ . . . ∧B◦

n ∗ true
⇔s, h |= B◦

1 ∗ true かつ . . . かつ s, h |= B◦
1 ∗ true

ここで，i ∈ {1, . . . , n} に対し，s, h |= B◦
i ∗ true は

ある h1, h2 が存在し h1 ⊥ h2 かつ h = h1 ] h2 で
s, h1 |= B◦

i かつ s, h2 |= trueと等価である．(i)より
∀h′

1 ‖ h1 : s, h′
1 |= B◦

i であり，trueはどんなヒープ
でも真である．したがって ∀h′ ‖ h : s, h′ |= B◦

i ∗ true
である．これより
⇔s, h |= B◦

1 ∗ true かつ . . . かつ s, h |= B◦
1 ∗ true

⇒∀h′ ‖ h : s, h′ |= B◦
1 ∗ true かつ . . . かつ

∀h′ ‖ h : s, h′ |= B◦
n ∗ true

⇒∀h′ ‖ h : (s, h′ |= B◦
1 ∗ true かつ . . . かつ

s, h′ |= B◦
n ∗ true)

⇔∀h′ ‖ h : s, h′ |= B◦
1 ∗ true ∧ . . . ∧B◦

n ∗ true
⇔∀h′ ‖ h : s, h′ |= A◦

(iii) A = B1 ∨ . . . ∨Bn で各 Bi はリテラルの連言
のとき,

s, h |= A◦

⇔s, h |= B◦
1 ∨ . . . ∨B◦

n

⇔s, h |= B◦
1 または . . . または s, h |= B◦

n

⇔∀h′ ‖ h : s, h |= B◦
1 または . . . または

∀h′ ‖ h : s, h |= B◦
n ((ii)より)

⇒∀h′ ‖ h : (s, h |= B◦
1 または . . . または s, h |= B◦

n)

⇔∀h′ ‖ h : s, h |= B◦
1 ∨ . . . ∨B◦

n

⇔∀h′ ‖ h : s, h |= A◦

補題 10. LbPA の式 A に対し，任意の s に対し



て，s, h |= A のとき，h と平行な全ての h′ に対
し s, h′ |= Aが成り立つとする．このとき以下の二つ
が成り立つ．(i) 任意の s に対して，s, h |= ∃xA
が成り立つとき，h と平行な全ての h′ に対し
s, h′ |= ∃xA が成り立つ．(ii) 任意の s に対して，
s, h |= ∀x ≤ t Aが成り立つとき，hと平行な全ての
h′ に対し s, h′ |= ∀x ≤ t Aが成り立つ．

証明. (i)の証明．
s, h |= ∃xA

⇔∃n ∈ N : s[x := n], h |= A

⇔∃n ∈ N : ∀h′ ‖ h : s[x := n], h′ |= A (仮定より)

⇒∀h′ ‖ h : ∃n ∈ N : s[x := n], h′ |= A

⇔∀h′ ‖ h : s, h′ |= ∃A
(ii)の証明．

s, h |= ∀x ≤ t A

⇔∀n ≤ s(t) : s[x := n], h |= A

⇔∀n ≤ s(t) : ∀h′ ‖ h : s[x := n], h′ |= A

(仮定より)

⇔∀h′ ‖ h : ∀n ≤ s(t) : s[x := n], h′ |= A

⇔∀h′ ‖ h : s, h′ |= ∀x ≤ t A

これで準備が整ったので，我々の目標としていた主
張を証明する．
補題 11. A を冠頭選言標準形の LbPA の式とす
る．s, h |= A◦ なら，h と平行な全ての h′ に対し，
s, h′ |= A◦．

証明. Aの限量子の数に関する帰納法で証明する．
(i) A が限量子を含まないとき，補題 9 より成り
立つ．
(ii) A = ∃xB のとき，A◦ = ∃xB◦ である．

s, h |= ∃xB◦ とすると, ある n ∈ Nで s[x := n], h |=
B◦．帰納法の仮定より h と平行な全ての h′ に対
し，s[x := n], h′ |= B◦．よって補題 10(i) より，
s[x := n], h′ |= ∃xB◦ を得る．∃xB◦ 中では x は
自由変数ではないので s, h′ |= ∃xB◦ である．
A = ∀x ≤ t B のとき，A◦ = ∀x ≤ t(B◦ ∗ true)．
いま，s, h |= ∀x ≤ t(B◦ ∗ true) とする．すると

全ての n ≤ s(t) に対し，s[x := n], h |= B◦ ∗ true．
帰納法の仮定より，h と平行な全ての h′ に対し，
s[x := n], h′ |= B◦ ∗ true．すると補題 10(ii) より，
全ての n ≤ s(t) に対し，h と平行な全ての h′ に
対し s[x := n], h′ |= ∀x ≤ t(B◦ ∗ true) を得る．
∀x ≤ t(B◦ ∗ true) 中では x は自由変数ではない
ので s, h′ |= ∀x ≤ t(B◦ ∗ true)．

これより次の命題を得る．
命題 7. 全ての s に対し，s |= A iff あるヒー
プ h が存在し s, h |= A◦ ならば，全ての s に対
し，s |= ∀x ≤ t A iff あるヒープ h が存在し
s, h |= ∀x ≤ t(A◦ ∗ true)．

証明. only ifの証明．
s |= ∀x ≤ t A

⇔∀n ≤ s(t) : s[x := n] |= A

⇔∀n ≤ s(t) : ∃hn : s[x := n], hn |= A◦ (仮定)

⇔∃h0 : (s[x := 0], h0 |= A◦) かつ . . . かつ
∃hs(t) : (s[x := s(t)], hs(t) |= A◦)

そのような h0,. . . ,hs(t) をそれぞれ一つ選ぶ．全て
の i ∈ {0, . . . , s(t)} に対し，s[x := i], hi |= A◦

と補題 11 より，hi と平行な全ての h′
i に対し，

s[x := i], h′
i |= A◦ である．したがって，h0,. . . ,hs(t)

とそれぞれ平行な h′
0,. . . ,h

′
s(t) で h′

0 ⊥ . . . ⊥ h′
s(t) な

るものが存在する．このとき h′ = h′
0 ] . . . ] h′

s(t)

とすると，s[x := 0], h′ |= A◦ ∗ true かつ . . .かつ
s[x := s(t)], h′ |= A◦ ∗ true が成り立つ．よって，
s, h′ |= ∀x ≤ t(A◦ ∗ true)．
ifの証明．
∃h : s, h |= ∀x ≤ t(A◦ ∗ true)

⇔∀n ≤ s(t) : s[x := n], h |= A◦ ∗ true
⇔∀n ≤ s(t) : ∃h1, h2 s.t. h1 ⊥ h2 ∧ h = h1 ] h2 :

s[x := n], h1 |= A◦ かつ s[x := n], h2 |= true

⇒∀n ≤ s(t) : ∃h1 : s[x := n], h1 |= A◦

⇔∀n ≤ s(t) : s[x := n] |= A (仮定)

⇔s |= ∀x ≤ t A

これで定理 4の証明の準備が整った．
定理 4. Aを LbPA の式とするとき，ある sが存在し



て s |= Aであるのは，ある sとヒープ hが存在して
s, h |= A◦ のとき，かつその時に限る．

証明. 限量子の数の帰納法で証明する．
(i) Aが限量子を含まないとき，命題 5より従う．
(ii) A = ∃xB のとき，命題 6より従う．A = ∀x ≤

t B のとき，命題 7より従う．

5 まとめと今後の課題
本稿では演繹的手法によるソフトウェア検証で用い
ることを念頭に置いた，算術を持つ論理の決定可能
性について明らかにした．一つは，通常の一階述語論
理にプレスバーガー算術とリストのデータ構造を持
つ論理が決定可能であることを明らかにした．また，
points-to 演算と ∗ のみをもつ一階の分離論理にプレ
スバーガー算術を追加した論理は決定不能であるこ
とを明らかにした．
本研究の発見により，加法とリストを扱うプログラ
ムの演繹的検証において，エンテイルメントを自動で
判定することが可能となった．一方で，ポインタ算術
などメモリ上の性質を検証するための論理では，一般
的な論理式のエンテイルメントの判定は完全な自動
化は不可能であることが明らかになった．
今後の方向性としては，プレスバーガー算術に加
え，データ構造として木を持つ場合の論理の決定可能
性について明らかにすることが考えられる．算術を持
つ分離論理においては，記号的ヒープの場合プレス
バーガー算術を追加しても決定可能であることが知
られている [15]が，本研究により構文制約がない場合
は決定不能であることが明らかになった．そこで，構
文制約としてどこまで緩和すると決定不能になるの
か明らかにすることは意義のあることである．また，
構文制約のない場合に，定数の 1 と後継者関数のみ
の，いわば最小限の算術を追加した場合の決定可能性
について明らかにすることも考えられる．
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