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べき集合クオンテールの別表現の発見

高林 俊規　西澤 弘毅

プログラム検証に応用されている代数構造にクリーニ代数や単位的クオンテールという代数がある．どちらも「繰り
返し」を意味する演算*を構成できるため，while 文のモデル化に有効である．特に，完備上半束がべき集合である
単位的クオンテールを，べき集合クオンテールという．任意のべき集合クオンテールは二項関係的クオンテールに埋
め込めるが，その根本的な理由はわかっていない．著者らは，べき集合クオンテールを対象とした圏 PQt が，二項
関係を射とする Rel 上の，あるモナドのアイレンベルグムーア圏と同型であることを証明した．これにより PQt と
二項関係の関連性が少し明らかになった．

There are algebraic structures used in program verification called Kleene algebras and unitary quantales.

Both can construct the operation ’*’ meaning ”iteration”, making them effective for modeling while loops.

In particular, the unitary quantale whose complete upper semilattice is a powerset is called a powerset

quantale. Any powerset quantale can be embedded into a binary relational quantale, but the fundamental

reason for this is unknown. We proved that the category PQt of powerset quantales is isomorphic to a

certain Eilenberg-Moore category of a monad on the category Rel, which is the category of sets and binary

relations. This fact clarified the relationship between PQt and binary relations a little.

1 はじめに
プログラム検証に応用されている代数的構造にク
リーニ代数や単位的クオンテールという代数がある
[1]．クリーニ代数を構成する要素として「繰り返し」
を意味する演算*がある．この演算子は例えば，while
文のモデル化に有効である．単位的クオンテールは
クリーニ代数の演算*を構成できるため，クリーニ代
数と同様に while文のモデル化に有効である．
べき集合で完備上半束が与えられている単位的ク
オンテールをべき集合クオンテールといい，べき集合
クオンテールを対象とした圏を PQtという．既存研
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究で任意のべき集合クオンテールが，ある二項関係を
もとにしたべき集合クオンテールに埋め込めること
が示された [2]．この，ある二項関係をもとにしたべ
き集合クオンテールのことを二項関係的クオンテー
ルという．しかし，べき集合クオンテールが二項関係
的クオンテールに埋め込める根本的な理由はわかっ
ていない．そこで，べき集合クオンテールが二項関
係的クオンテールに埋め込める理由を明らかにする
手がかりを得るために，著者らは PQtと，二項関係
を射とする圏 Rel上の (−)∗-Algという圏が同型であ
ることを証明した．即ち，PQtの任意の対象と射が，
(−)∗-Alg のある対象と射に，1対 1に対応すること
を証明した．つまり，べき集合クオンテールの別表現
が，(−)∗-Alg の対象であることがわかった．これに
より PQtと二項関係の関連性が少し明らかになった．
また，関連研究として次の研究がある．安田らは，
二項関係とべき集合クオンテールの関係性を明らか
にするために，前順序 Rからべき集合クオンテール
℘(R)の構成を，関手に発展させた [3]．安田らは，二



項関係の中でも特に，前順序に注目したが，同型関手
は得られなかった．本研究では前順序ではない条件
に注目し，その結果，同型関手を得た．
本稿の残りの構成は以下の通りである．2節では，
べき集合クオンテールを対象とした圏 PQtを定義す
る．3 節では，(−)∗- 代数を対象とした圏 (−)∗-Alg

を定義する．4節では，PQtと (−)∗-Alg間に関手を
定義する．5節と 6節では，4節で定義した概念が，
実際に関手であることの証明をする．7節では，4節
で定義した関手が，同型関手であることの証明をす
る．8節では，3節で定義した圏 (−)∗-Alg が Rel上
のモナド (−)∗ のアイレンベルグムーア圏であること
を述べる．9節では，本研究の結果をまとめる．

2 べき集合クオンテール
本節では，圏 PQtの対象，射，合成射，恒等射の
定義を説明する．
定義 2.1 (単位的クオンテール). 単位的クオン
テール (unital quantale) とは以下のことを満たす
組 (Q,≤,∨,⊙, 1)のこと．
1. (Q,⊙, 1)はモノイドである．即ち

• (Q,⊙)は半群である．
• 1 ∈ Q は任意の q ∈ Q に対して，1 ⊙ q =

q = q ⊙ 1を満たす．
2. (Q,≤,∨)は完備上半束である．即ち

• (Q,≤)は半順序集合．
• Qの任意の部分集合 S に対して，∨S が S

の上限である．
3. Q の任意の部分集合 S と Q の任意の要素 q に
対し，(∨S)⊙ q = ∨{s⊙ q|s ∈ S} が成り立つ．

4. Qの任意の部分集合 S と Qの任意の要素 q に
対し，q ⊙ (∨S) = ∨{q ⊙ s|s ∈ S} が成り立つ．

定義 2.2 (べき集合クオンテール). べき集合クオン
テール (powerset quantale)とは単位的クオンテール
のうち，ある集合Xが存在して (℘(X),⊆,∪) = (Q,≤
,∨)を満たすもののことである．ただし，℘(A)は A

のべき集合であり，⊆は包含関係，∪αは ℘(X)の部分
集合 αの和集合，すなわち ∪α = {a|∃Y ∈ α, a ∈ Y }
である.

定義 2.3 (単位的準同型). べき集合クオンテール

(℘(X),⊆,∪,⊙, 1) から (℘(X ′),⊆,∪,⊙′, 1′) への単
位的準同型 f とは以下を満たすもののこと．
• f は ℘(X)から ℘(X ′)への写像
• ℘(X) の任意の部分集合 α に対し，f(∪α) =

∪{f(Y )|Y ∈ α}
• ℘(X) の任意の要素 Y, Z に対し，f(Y ⊙ Z) =

f(Y )⊙′ f(Z)

• f(1) = 1′

定義 2.4 (PQt). PQtとは以下からなる圏である.

• 対象はべき集合クオンテール.

• 射 f は単位的準同型．
• PQtでの射 f : (℘(X),⊆,∪,⊙, 1) → (℘(X ′),⊆
,∪,⊙′, 1′) と g : (℘(X ′),⊆,∪,⊙′, 1′) →
(℘(X ′′),⊆,∪,⊙′′, 1′′) に対し g ◦ f は ℘(X) の
任意の要素 Y に対し (g ◦ f)(Y ) = g(f(Y ))．

• PQt での対象 A = (℘(X),⊆,∪,⊙, 1) に対し
idA : (℘(X),⊆,∪,⊙, 1) → (℘(X),⊆,∪,⊙, 1)は
℘(X)の任意の要素 Y に対し idA(Y ) = Y．

3 (−)∗-代数
本節では，圏 (−)∗-Algの定義，及び，それを理解
するために必要な概念について説明する．
定義 3.1 (Rel). Relとは以下の圏のことである．
• Relの対象は集合
• Relの対象 Aから対象 B への射 f : A → B と
は Aから B への二項関係．つまり A × B の部
分集合

• 射 R : A → B と S : B → C の合成射
S ◦ R : A → C とは，S ◦ R = {(a, c)|∃b ∈
B, (a, b) ∈ R, (b, c) ∈ S}

• 恒等射 idA : A → A とは恒等関係．つまり
idA = {(a, a)|a ∈ A}

定義 3.2 ((−)∗). 以下の ((−)∗, µ, η) を Rel 上の自
由モノイドモナドと言い，(−)∗ と省略して書くこと
もある．
• 集合 Aに対し，A∗ とは
A∗ = {(a1, a2, · · · , an)|nは 1以上の整数，各ajは
aj ∈ A} ∪ {ε}のこととする．

• s ∈ A∗ が n 組のとき，|s| = n と書き，s を
(s1, s2, · · · , s|s|)とも書く．|ε| = 0である．



• 関手 (−)∗ : Rel → Rel は対象 A を A∗ に写し
射 R : A → B を以下の R∗ : A∗ → B∗ に写す．
R∗ = {(a, b)||a| = |b|，各 (ai, bi) は (ai, bi) ∈
R}

• 自然変換 µ : ((−)∗)∗ → (−)∗ は以下で定義され
る集合 Aごとの以下の射 µA : (A∗)∗ → A∗ から
なる族．
µA = {(t, s)|t ∈ (A∗)∗, s ∈ A∗, |s| =
|t|∑
i=1

|ti|, (ti)j = s(i−1∑
k=1

|tk|
)
+j

}

• 自然変換 η : IdRel → (−)∗ は以下で定義され
る集合 A ごとの以下の射 ηA : A → A∗ からな
る族．

ηA = {(a, (a))|a ∈ A}
ただし組の 2つ目の (a)は aからなる長さ 1の
列である．

定義 3.3 ((−)∗-Alg). (−)∗-Alg とは以下からなる圏
である．
• (−)∗-Alg の対象は (−)∗-代数．即ち，組 (A, ρ)

で以下を満たすもののこと．
– Aは Relの対象
– ρは Relの射 ρ : A∗ → A

– ρ ◦ µA = ρ ◦ ρ∗

– ρ ◦ ηA = idA

• (−)∗-Alg の対象 (A, ρ) から (A′, ρ′) への射 R

とは，(−)∗- 準同型とする．即ち，Rel での射
R : A → A′ で R ◦ ρ = ρ′ ◦R∗ を満たすもの

• 射 f : (A, ρ) → (A′, ρ′) と g : (A′, ρ′) →
(A′′′, ρ′′′) の合成 g ◦ f は Rel における g ◦ f そ
のもの

• 恒等射 id(A,ρ) : (A, ρ) → (A, ρ)は Relにおける
A上の恒等射 idA そのもの

4 PQtと (−)∗-Alg 間の関手の定義
本節では，PQtと (−)∗-Alg 間の関手の定義を説明
する．はじめに，PQt から (−)∗-Alg への関手の定
義を説明する．これ以降，べき集合クオンテールを
(℘(A),⊙, U)と省略した形で表記することとする．
定義 4.1. PQtから (−)∗-Alg への関手 F を以下の
ように定義する．

• F ((℘(A),⊙, U))
def
= (A, ρ⊙,U )

• ただし，ρ⊙,U は A∗ から Aへの二項関係で，以
下のように帰納的に定義する．
(ε, a) ∈ ρ

def⇐⇒ a ∈ U

((a1, a2, · · · , an+1), a) ∈ ρ⊙,U
def⇐⇒ ∃x ∈

A, ((a1, a2, · · · , an), x) ∈ ρ⊙,U かつ a ∈ {x} ⊙
{an+1}

と定義する．
fをPQtにおける (℘(A),⊙, U)から (℘(A′),⊙′, U ′)

への射とし，F (f)を以下のように定義する．
• F (f)

def
= {(a, a′)|a′ ∈ f({a})}

次に (−)∗-Alg から PQtへの関手 Gの定義を説明
する．
定義 4.2. (−)∗-Alg からPQtへの関手Gを以下のよ
うに定義する．ただし，(A, ρ)は (−)∗-代数で，X,Y

は ℘(A)の任意の要素とする．
• G((A, ρ))

def
= (℘(A),⊙ρ, Uρ)

• X ⊙ρ Y
def
= {c|∃a ∈ X, ∃b ∈ Y, ((a, b), c) ∈ ρ}

• Uρ
def
= {u|(ε, u) ∈ ρ}

Rを (−)∗-Alg における (A, ρ)から (A′, ρ′)への射
とし，X ∈ ℘(A)とすると G(R)(X)を以下のように
定義する．
• G(R)(X)

def
= {a′|∃a ∈ X, (a, a′) ∈ R}

定義した圏と関手の関係を表すと図 1 のように
なる．

図 1 定義した圏と関手の関係

最後に，同型関手の定義を説明する．上記で説明し
た関手 F,Gが以下の条件を満たすことを証明するこ
とが本研究の目標である．
定義 4.3 (同型関手). 圏 X から圏 Y への関手 F が



同型関手であるとは，Y から X への関手 G が存在
し、X の任意の対象 x について G(F (x)) = x,X の
任意の射 f について G(F (f)) = f ,Y の任意の対象
y について F (G(y)) = y,Y の任意の射 g について
F (G(g)) = g を満たすこと．

5 PQtから (−)∗-Algへの関手 F の証明
本節では，4節で定義した PQtから (−)∗-Algへの

F が関手であることを証明する．即ち，PQtの対象
と射を F で (−)∗-Alg に写した対象と射が，それぞ
れ，(−)∗-代数と (−)∗-準同型であることと，F が合
成射と恒等射を保つことの証明をする．
F と (−)∗-Algの対象と射の関係を表すと図 2のよ
うになる．

図 2 F と (−)∗-Alg の関係

補題 5.1. (℘(A),⊙, U) を任意のべき集合クオン
テールとする．任意の X ∈ ℘(A),Y ∈ ℘(A),z ∈
X ⊙ Y ,z ∈ Y ⊙X に対し，
z ∈ X ⊙ Y ⇔ ∃x ∈ X, z ∈ {x} ⊙ Y ,

z ∈ Y ⊙X ⇔ ∃x ∈ X, z ∈ Y ⊙ {x},
が成り立つ．

Proof.

∃x ∈ X, z ∈ {x} ⊙ Y

⇔z ∈ ∪{{x} ⊙ Y |x ∈ X}
⇔z ∈ (∪{{x}|x ∈ X})⊙ Y

⇔z ∈ X ⊙ Y

∃x ∈ X, z ∈ Y ⊙ {x}
⇔z ∈ ∪{Y ⊙ {x}|x ∈ X}
⇔z ∈ Y ⊙ (∪{{x}|x ∈ X})
⇔z ∈ Y ⊙X

補題 5.2. (℘(A),⊙, U)を任意のべき集合クオンテー
ルとする．任意の X ∈ ℘(A),a ∈ X に対し，
a ∈ X ⇔ ∃u ∈ U, a ∈ X ⊙ {u},
a ∈ X ⇔ ∃u ∈ U, a ∈ {u} ⊙X

が成り立つ．

Proof.

a ∈ X

⇔a ∈ X ⊙ U

⇔∃u ∈ U, a ∈ X ⊙ {u} (補題 5.1より)

a ∈ X

⇔a ∈ U ⊙X

⇔∃u ∈ U, a ∈ {u} ⊙X (補題 5.1より)

補題 5.3. f を (℘(A),⊙, U)から (℘(A′),⊙′, U ′)への
任意の単位的準同型とする．任意のX ∈ ℘(A),z ∈ A′

に対し，
z ∈ f(X) ⇔ ∃x ∈ X, z ∈ f({x})
が成り立つ．

Proof.

z ∈ f(X)

⇔z ∈ f(∪{{x}|x ∈ X})
⇔z ∈ ∪{f({x})|x ∈ X}
⇔∃x ∈ X, z ∈ f({x})

命題 5.4. (℘(A),⊙, U)を任意のべき集合クオンテー
ルとする．(℘(A),⊙, U)を関手 F で写した (A, ρ⊙,U )



は ρ⊙,U ◦ ηA = idA を満たす．

A ηA //

idA

  

A∗

ρ⊙,U

��
A

Proof. 任意の要素 a1, x2 ∈ Aについて，
(a1, x2) ∈ ρ⊙,U ◦ ηA ⇔ (a1, x2) ∈ idA を示す．

(a1, x2) ∈ ρ⊙,U ◦ ηA
⇔∃α ∈ A∗, (a1, α) ∈ ηA, (α, x2) ∈ ρ⊙,U

⇔((a1), x2) ∈ ρ⊙,U

⇔∃x1 ∈ U, x2 ∈ {x1} ⊙ {a1}
⇔x2 ∈ {a1} (補題 5.2より)

⇔a1 = x2

⇔(a1, x2) ∈ idA

補題 5.5. 任意の s ∈ A∗, v ∈ A∗, x ∈ Aに対し，
((s, v), x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA ⇔ ∃a ∈ A, (v, a) ∈
ρ⊙,U , ((s1, s2, · · · , sr, a), x) ∈ ρ⊙,U (ただし，r = |s|)

Proof. v の長さに関する帰納法で示す．
(Base Step(|v| = 0))

((s, ε), x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA

⇔(s, x) ∈ ρ⊙,U

⇔∃y ∈ A, (s, y) ∈ ρ⊙,U , x ∈ {y}
⇔∃y ∈ A, ∃a ∈ U, (s, y) ∈ ρ⊙,U , x ∈ {y} ⊙ {a}

(補題 5.2より)

⇔∃a ∈ A, (ε, a) ∈ ρ⊙,U , ((s1, s2, · · · , sr, a), x) ∈ ρ⊙,U

(Induction Step)

任意の q で |v| = q となる任意の v で成り立つとき，
|v| = q + 1となる任意の v で成り立つことを示す．

((s, v), x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA

⇔((s1, s2, · · · , sr, v1, v2, · · · , vq, vq+1), x) ∈ ρ⊙,U

⇔∃z ∈ A, ((s1, s2, · · · , sr, v1, v2, · · · , vq), z) ∈ ρ⊙,U ,

x ∈ {z} ⊙ {vq+1}

⇔∃z ∈ A, ((s, (v1, v2, · · · , vq)), z) ∈ ρ⊙,U ◦ µA,

x ∈ {z} ⊙ {vq+1}
⇔∃z ∈ A, ∃b ∈ A, ((v1, v2, · · · , vq), b) ∈ ρ⊙,U ,

((s1, s2, · · · , sr, b), z) ∈ ρ⊙,U , x ∈ {z} ⊙ {vq+1}
(帰納法の仮定より)

⇔∃y ∈ A, ∃b ∈ A, (s, y) ∈ ρ⊙,U ,

((v1, v2, · · · , vq), b) ∈ ρ⊙,U ,

∃z ∈ A, z ∈ {y} ⊙ {b}, x ∈ {z} ⊙ {vq+1}
⇔∃y ∈ A, ∃b ∈ A, (s, y) ∈ ρ⊙,U ,

((v1, v2, · · · , vq), b) ∈ ρ⊙,U ,

x ∈ ({y} ⊙ {b})⊙ {vq+1}
(補題 5.1より)

⇔∃y ∈ A, ∃b ∈ A, (s, y) ∈ ρ⊙,U ,

((v1, v2, · · · , vq), b) ∈ ρ⊙,U ,

x ∈ {y} ⊙ ({b} ⊙ {vq+1})
⇔∃y ∈ A, ∃a ∈ A, (s, y) ∈ ρ⊙,U , ∃b ∈ A,

((v1, v2, · · · , vq), b) ∈ ρ⊙,U ,

a ∈ {b} ⊙ {vq+1}, x ∈ {y} ⊙ {a}
(補題 5.1より)

⇔∃y ∈ A, ∃a ∈ A, (s, y) ∈ ρ⊙,U ,

((v1, v2, · · · , vq+1), a) ∈ ρ⊙,U ,

x ∈ {y} ⊙ {a}
⇔∃a ∈ A, (v, a) ∈ ρ⊙,U , ((s1, s2, · · · , sr, a), x) ∈ ρ⊙,U

命題 5.6. (℘(A),⊙, U)を任意のべき集合クオンテー
ルとする．(℘(A),⊙, U) を F で写した (A, ρ⊙,U ) は
ρ⊙,U ◦ µA = ρ⊙,U ◦ ρ∗⊙,U を満たす．

(A∗)∗

µA

��

ρ∗⊙,U //A∗

ρ⊙,U

��
A∗

ρ⊙,U
//A

Proof. 任意の t ∈ (A∗)∗ について任意の x ∈ A で
(t, x) ∈ ρ⊙,U ◦µA と (t, x) ∈ ρ⊙,U ◦ ρ∗⊙,U が同値にな
ることを tの長さ |t|に関する帰納法で示す．
(Base Step(|t| = 0))



t = εである．

(ε, x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA

⇔∃s ∈ A∗, (ε, s) ∈ µA, (s, x) ∈ ρ⊙,U

⇔(ε, x) ∈ ρ⊙,U

⇔∃s ∈ A∗, (ε, s) ∈ ρ∗⊙,U , (s, x) ∈ ρ⊙,U

⇔(ε, x) ∈ ρ⊙,U ◦ ρ∗⊙,U

(Induction Step)

|t| = pについて成り立つと仮定する．つまり，任意
の x ∈ Aについて
(t, x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA ⇔ (t, x) ∈ ρ⊙,U ◦ ρ∗⊙,U とする．
v を A∗ の任意の要素 (|v| = q)とし，

((t1, t2, · · · , tp, v), x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA

⇔(((t1, t2, · · · , tp), (v)), x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA ◦ µA∗

⇔(((t1, t2, · · · , tp), (v)), x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA ◦ (µA)
∗

⇔∃s, u ∈ A∗, ((t1, t2, · · · , tp), s) ∈ µA, ((v), u) ∈ µA,

((s, u), x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA

⇔∃s, u ∈ A∗, ((t1, t2, · · · , tp), s) ∈ µA, v = u,

((s, u), x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA

⇔∃s ∈ A∗, ((t1, t2, · · · , tp), s) ∈ µA,

((s, v), x) ∈ ρ⊙,U ◦ µA

⇔∃s ∈ A∗, |s| = r, ((t1, t2, · · · , tp), s) ∈ µA, ∃a ∈ A,

(v, a) ∈ ρ⊙,U , ((s1, s2, · · · sr, a), x) ∈ ρ⊙,U

(補題 5.5より)

⇔∃s ∈ A∗, |s| = r, ((t1, t2, · · · , tp), s) ∈ µA, ∃a ∈ A,

(v, a) ∈ ρ⊙,U , ∃y ∈ A, (s, y) ∈ ρ⊙,U , x ∈ {y} ⊙ {a}
⇔∃a ∈ A, ∃y ∈ A, (t, y) ∈ ρ⊙,U ◦ µA, (v, a) ∈ ρ⊙,U ,

x ∈ {y} ⊙ {a}
⇔∃a ∈ A, ∃y ∈ A, (t, y) ∈ ρ⊙,U ◦ ρ∗⊙,U , (v, a) ∈ ρ⊙,U ,

x ∈ {y} ⊙ {a}
(帰納法の仮定より)

⇔∃w ∈ A∗, ∃a ∈ A, |w| = p, (t, w) ∈ ρ∗⊙,U , (v, a) ∈ ρ⊙,U ,

∃y ∈ A, ((w1, w2, · · · , wp), y) ∈ ρ⊙,U ,

x ∈ {y} ⊙ {a}

⇔∃w ∈ A∗, ∃a ∈ A, |w| = p, (t, w) ∈ ρ∗⊙,U , (v, a) ∈ ρ⊙,U ,

((w1, w2, · · · , wp, a), x) ∈ ρ⊙,U

⇔∃w ∈ A∗, ∃a ∈ A, |w| = p,

(t1, w1) ∈ ρ⊙,U , (t2, w2) ∈ ρ⊙,U , · · · , (tp, wp) ∈ ρ⊙,U ,

(v, a) ∈ ρ⊙,U , ((w1, w2, · · · , wp, a), x) ∈ ρ⊙,U

⇔∃w ∈ A∗, ∃a ∈ A, |w| = p,

((t1, t2, · · · tp, v), (w1, w2, · · · , wp, a)) ∈ ρ∗⊙,U ,

((w1, w2, · · · , wp, a), x) ∈ ρ⊙,U

⇔((t1, t2, · · · , tp, v), x) ∈ ρ⊙,U ◦ ρ∗⊙,U

よって，任意のべき集合クオンテール (℘(A),⊙, U)

に対し，(A, ρ⊙,U ) が (−)∗- 代数であることが示さ
れた．
任意の単位的準同型 f に対し，F (f)が (−)∗-準同
型であることを以下の命題で示す．
命題 5.7. f を (℘(A),⊙, U) から (℘(A′),⊙′, U ′) へ
の任意の単位的準同型とする．f は F (f) ◦ ρ⊙,U =

ρ⊙′,U′ ◦ F (f)∗ を満たす．

A∗

ρ⊙,U

��

F (f)∗ //A′∗

ρ⊙′,U′

��
A F (f)

//A′

Proof. 任意の α ∈ A∗ について任意の a′ ∈ A′ で
(α, a′) ∈ F (f) ◦ ρ⊙,U と (α, a′) ∈ ρ⊙′,U′ ◦ F (f)∗ が
同値になることを |α|に関する帰納法で示す．
Base Step(|α| = 0)

|α| = εである．
(ε, a′) ∈ F (f) ◦ ρ⊙,U

⇔∃a ∈ A, (ε, a) ∈ ρ⊙,U , (a, a
′) ∈ F (f)

⇔∃a ∈ A, (ε, a) ∈ ρ⊙,U , a
′ ∈ f({a})

⇔∃a ∈ U, a′ ∈ f({a})
⇔a′ ∈ f(U) (補題 5.3より)



⇔a′ ∈ U ′

⇔(ε, a′) ∈ ρ⊙′,U′

⇔∃α′ ∈ A′∗, (ε, α′) ∈ F (f)∗, (α′, a′) ∈ ρ⊙′,U′

⇔(ε, a′) ∈ ρ⊙′,U′ ◦ F (f)∗

(Induction Step)

|α| = k について成り立つと仮定する．つまり

((α1, α2, · · · , αk), a
′
k+1) ∈ F (f) ◦ ρ⊙,U

⇔((α1, α2, · · · , αk), a
′
k+1) ∈ ρ⊙′,U′ ◦ F (f)∗

とする．
任意の αk+1 ∈ A, a′

k+2 ∈ Aについて，

((α1, α2, · · · , αk+1), a
′
k+2) ∈ F (f) ◦ ρ⊙,U

⇔∃ak+2 ∈ A, ((α1, α2, · · · , αk+1), ak+2) ∈ ρ⊙,U ,

(ak+2, a
′
k+2) ∈ F (f)

⇔∃ak+2 ∈ A, ((α1, α2, · · · , αk+1), ak+2) ∈ ρ⊙,U ,

a′
k+2 ∈ f({ak+2})

⇔∃ak+2 ∈ A, ∃ak+1 ∈ A,

((α1, α2, · · · , αk), ak+1) ∈ ρ⊙,Uかつ
ak+2 ∈ {ak+1} ⊙ {αk+1}, a′

k+2 ∈ f({ak+2})
⇔∃ak+1 ∈ A, ((α1, α2, · · · , αk), ak+1) ∈ ρ⊙,U ,

a′
k+2 ∈ f({ak+1} ⊙ {αk+1})

(補題 5.3より)

⇔∃ak+1 ∈ A, ((α1, α2, · · · , αk), ak+1) ∈ ρ⊙,U ,

∃a′
k+1 ∈ f({ak+1}), a′

k+2 ∈ {a′
k+1} ⊙′ f({αk+1})

(補題 5.1より)

⇔∃ak+1 ∈ A, ((α1, α2, · · · , αk), ak+1) ∈ ρ⊙,U ,

∃a′
k+1 ∈ f({ak+1}), ∃α′

k+1 ∈ f({αk+1}),
a′
k+2 ∈ {a′

k+1} ⊙′ {α′
k+1}

(補題 5.1より)

⇔∃a′
k+1 ∈ A′, ∃ak+1 ∈ A,

((α1, α2, · · · , αk), ak+1) ∈ ρ⊙,U ,

(ak+1, a
′
k+1) ∈ F (f), ∃α′

k+1 ∈ A′,

a′
k+2 ∈ {a′

k+1} ⊙′ {α′
k+1}, (αk+1, α

′
k+1) ∈ F (f)

⇔∃a′
k+1 ∈ A′, ((α1, α2, · · · , αk), a

′
k+1) ∈ F (f) ◦ ρ⊙,U ,

∃α′
k+1 ∈ A′, a′

k+2 ∈ {a′
k+1} ⊙′ {α′

k+1},
(αk+1, α

′
k+1) ∈ F (f)

⇔∃a′
k+1 ∈ A′, ∃α′

k+1 ∈ A′,

((α1, α2, · · · , αk), a
′
k+1) ∈ ρ⊙′,U′ ◦ F (f)∗,

a′
k+2 ∈ {a′

k+1} ⊙′ {α′
k+1}, (αk+1, α

′
k+1) ∈ F (f)

(帰納法の仮定より)

⇔∃(α′
1, α

′
2, · · · , α′

k+1) ∈ A′∗, ∃a′
k+1 ∈ A′,

((α′
1, α

′
2, · · · , α′

k), a
′
k+1) ∈ ρ⊙′,U′

かつ a′
k+2 ∈ {a′

k+1} ⊙′ {α′
k+1},

((α1, α2, · · · , αk), (α
′
1, α

′
2, · · · , α′

k)) ∈ F (f)∗,

(αk+1, α
′
k+1) ∈ F (f)

⇔∃(α′
1, α

′
2, · · · , α′

k+1) ∈ A′∗,

((α′
1, α

′
2, · · · , α′

k+1), a
′
k+2) ∈ ρ⊙′,U′ ,

((α1, α2, · · · , αk), (α
′
1, α

′
2, · · · , α′

k)) ∈ F (f)∗,

(αk+1, α
′
k+1) ∈ F (f)

⇔∃(α′
1, α

′
2, · · · , α′

k+1) ∈ A′∗,

((α′
1, α

′
2, · · · , α′

k+1), a
′
k+2) ∈ ρ⊙′,U′ ,

(α1, α
′
1, ) ∈ F (f),

(α2, α
′
2, ) ∈ F (f), · · · (αk+1, α

′
k+1, ) ∈ F (f)

⇔∃(α′
1, α

′
2, · · · , α′

k+1) ∈ A′∗,

((α′
1, α

′
2, · · · , α′

k+1), a
′
k+2) ∈ ρ⊙′,U′ ,

((α1, α2, · · · , αk+1), (α
′
1, α

′
2, · · · , α′

k+1)) ∈ F (f)∗

⇔((α1, α2, · · · , αk+1), a
′
k+2) ∈ ρ⊙′,U′ ◦ F (f)∗

よって，任意の単位的準同型 f に対し，F (f) が
(−)∗-準同型であることが示された．
命題 5.8. f を (℘(A),⊙, U) から (℘(A′),⊙′, U ′) へ
の任意の単位的準同型とし，gを (℘(A′),⊙′, U ′)から
(℘(A′′),⊙′′, U ′′)への任意の単位的準同型とする．F

は F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)を満たす．

Proof. 任意の要素 a ∈ A, a′′ ∈ A′′ について，
(a, a′′) ∈ F (g ◦ f) ⇔ (a, a′′) ∈ F (g) ◦ F (f)を示す．



(a, a′′) ∈ F (g ◦ f)
⇔a′′ ∈ (g ◦ f)({a})
⇔a′′ ∈ g(f({a}))
⇔∃a′ ∈ f({a}), a′′ ∈ g({a′})

(補題 5.3より)

⇔∃a′ ∈ A, (a, a′) ∈ F (f), (a′, a′′) ∈ F (g)

⇔(a, a′′) ∈ F (g) ◦ F (f)

命題 5.9. (℘(A),⊙, U)を任意のべき集合クオンテー
ルとする．F は F (id(℘(A),⊙,U)) = idF (℘(A),⊙,U) を
満たす．

Proof. 任意の要素 a, a′ ∈ Aについて，
(a, a′) ∈ F (id(℘(A),⊙,U)) ⇔ (a, a′) ∈ idF (℘(A),⊙,U)

を示す．
(a, a′) ∈ F (id(℘(A),⊙,U))

⇔a ∈ A, a′ ∈ id(℘(A),⊙,U)({a})
⇔a ∈ A, a′ ∈ {a}
⇔a ∈ A, a′ = a

⇔(a, a′) ∈ id(A,ρ⊙,U )

⇔(a, a′) ∈ idF (℘(A),⊙,U)

命題 5.10. F はPQtから (−)∗-Algへの関手である．

Proof. 命題 5.4，命題 5.6，命題 5.7，命題 5.8，命題
5.9より，F は PQtから (−)∗-Alg への関手であると
示された．

6 (−)∗-Algから PQtへの関手 Gの証明
本節では，4 節で定義した (−)∗-Alg から PQt へ
の Gが関手であることを証明する．即ち，(−)∗-Alg

の対象と射を Gで写した対象と射が，それぞれ，べ
き集合クオンテールと単位的準同型であることと，G

が合成射と恒等射を保つことの証明をする．
Gと PQtの対象と射の関係を表すと図 3のように
なる．
補題 6.1. (A, ρ)が任意の (−)∗-代数のとき，任意の

図 3 G と PQt の関係

a ∈ Aについて ((a), a) ∈ ρ

Proof. A の任意の要素を a とおく．(A, ρ) が (−)∗-

代数であることと，idA の定義より，(a, a) ∈ ρ ◦ ηA

である．合成の定義より，∃b, (b, a) ∈ ρ,(a, b) ∈ ηA

である．ηA の定義より b = (a) である．よって，
((a), a) ∈ ρ

補題 6.2. (A, ρ)が任意の (−)∗-代数のとき，任意の
a, a′ ∈ Aについて ((a), a′) ∈ ρならば a = a′

Proof. A の任意の要素を a, a′ とおく．(A, ρ) が
(−)∗- 代数であることと，仮定の ((a), a′) ∈ ρ と
(a, (a)) ∈ ηA より (a, a′) ∈ idA とわかる．idA の定
義より a = a′

任意の (−)∗- 代数 (A, ρ) に対し，(℘(A),⊙ρ, Uρ)

がべき集合クオンテールであることを以下の命題で
示す．
命題 6.3. (A, ρ)を任意の (−)∗-代数とする．(A, ρ)

を Gで写した (℘(A),⊙ρ, Uρ)はモノイドである．

Proof. ℘(A)の任意の要素を P,Q,R, T とおく．モノ
イドであるためには (P ⊙ρQ)⊙ρR = P ⊙ρ (Q⊙ρR)

と T ⊙ρ Uρ = T = Uρ ⊙ρ T であればよい．
まず，(P ⊙ρ Q) ⊙ρ R = P ⊙ρ (Q ⊙ρ R) を示す．

Aの任意の要素を cとおく．

c ∈ (P ⊙ρ Q)⊙ρ R

⇔∃b ∈ (P ⊙ρ Q), ∃r ∈ R, ((b, r), c) ∈ ρ

⇔∃b ∈ A, ∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ((p, q), b) ∈ ρ,

∃r ∈ R, ((b, r), c) ∈ ρ



⇔∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, ∃b ∈ A,

∃s ∈ A, ((p, q), b) ∈ ρ, ((r), s) ∈ ρ, ((b, s), c) ∈ ρ

(補題 6.1, 6.2より)

⇔∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, ∃x ∈ A∗,

(((p, q), (r)), x) ∈ ρ∗, (x, c) ∈ ρ

⇔∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, (((p, q), (r)), c) ∈ ρ ◦ ρ∗

⇔∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, (((p, q), (r)), c) ∈ ρ ◦ µA

⇔∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, ((p, q, r), c) ∈ ρ

⇔∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, (((p), (q, r)), c) ∈ ρ ◦ µA

⇔∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, (((p), (q, r)), c) ∈ ρ ◦ ρ∗

⇔∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, ∃y ∈ A∗,

(((p), (q, r)), y) ∈ ρ∗, (y, c) ∈ ρ

⇔∃p ∈ P, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, ∃t ∈ A, ∃d ∈ A,

((p), t) ∈ ρ, ((q, r), d) ∈ ρ, ((t, d), c) ∈ ρ

⇔∃p ∈ P, ∃d ∈ A, ∃q ∈ Q, ∃r ∈ R, ((q, r), d) ∈ ρ,

((p, d), c) ∈ ρ

(補題 6.1, 6.2より)

⇔∃p ∈ P, ∃d ∈ Q⊙ρ R, ((p, d), c) ∈ ρ

⇔c ∈ P ⊙ρ (Q⊙ρ R)

次に，T ⊙ρ Uρ = T = Uρ ⊙ρ T を示す．Aの任意
の要素を eとおく．

Proof.

e ∈ T ⊙ρ Uρ

⇔∃t ∈ T, ∃u ∈ Uρ, ((t, u), e) ∈ ρ

⇔∃t ∈ T, ∃u ∈ A, (ε, u) ∈ ρ, ((t, u), e) ∈ ρ

⇔∃t ∈ T, ∃u ∈ A, (ε, u) ∈ ρ, ((t, u), e) ∈ ρ,

((t), t) ∈ ρ

(補題 6.1より)

⇔∃t ∈ T, ∃u ∈ A, ∃s ∈ A, ((t), s) ∈ ρ, (ε, u) ∈ ρ,

((s, u), e) ∈ ρ

(補題 6.2より)

⇔∃t ∈ T, ∃u ∈ A, ∃s ∈ A, (((t), ε), (s, u)) ∈ ρ∗,

((s, u), e) ∈ ρ

⇔∃t ∈ T, (((t), ε), e) ∈ ρ ◦ ρ∗

⇔∃t ∈ T, (((t), ε), e) ∈ ρ ◦ µA

⇔∃t ∈ T, ((t), e) ∈ ρ

⇔∃t ∈ T, t = e (補題 6.1, 6.2より)

⇔e ∈ T

e ∈ Uρ ⊙ρ T

⇔∃u ∈ Uρ, ∃t ∈ T, ((u, t), e) ∈ ρ

⇔∃u ∈ A, ∃t ∈ T, (ε, u) ∈ ρ, ((u, t), e) ∈ ρ

⇔∃u ∈ A, ∃t ∈ T, (ε, u) ∈ ρ, ((u, t), e) ∈ ρ,

((t), t) ∈ ρ

(補題 6.1より)

⇔∃u ∈ A, ∃t ∈ T, ∃s ∈ A, ((t), s) ∈ ρ, (ε, u) ∈ ρ,

((u, s), e) ∈ ρ

(補題 6.2より)

⇔∃u ∈ A, ∃t ∈ T, ∃s ∈ A, ((ε, (t)), (u, s)) ∈ ρ∗,

((u, s), e) ∈ ρ

⇔∃t ∈ T, ((ε, (t)), e) ∈ ρ ◦ ρ∗

⇔∃t ∈ T, ((ε, (t)), e) ∈ ρ ◦ µA

⇔∃t ∈ T, ((t), e) ∈ ρ

⇔∃t ∈ T, t = e (補題 6.1, 6.2より)

⇔e ∈ T

命題 6.4. (A, ρ) を任意の (−)∗- 代数とする．℘(A)

の任意の部分集合 αと任意の要素 X に対し，
(∪α)⊙ρ X = ∪{S ⊙ρ X|S ∈ α},
X ⊙ρ (∪α) = ∪{X ⊙ρ S|S ∈ α}
を満たす．

Proof. Aの任意の要素を cとおく．



c ∈ (∪α)⊙ρ X

⇔∃s ∈ ∪α, ∃x ∈ X, ((s, x), c) ∈ ρ

⇔∃S ∈ α, ∃s ∈ S, ∃x ∈ X, ((s, x), c) ∈ ρ

⇔∃S ∈ α, c ∈ S ⊙ρ X

⇔c ∈ ∪{S ⊙ρ X|S ∈ α}

c ∈ X ⊙ρ (∪α)
⇔∃x ∈ X, ∃s ∈ ∪α, ((x, s), c) ∈ ρ

⇔∃x ∈ X, ∃S ∈ α, ∃s ∈ S, ((x, s), c) ∈ ρ

⇔∃S ∈ α, c ∈ X ⊙ρ S

⇔c ∈ ∪{X ⊙ρ S|S ∈ α}

よって，任意の (−)∗- 代数 (A, ρ) に対し，
(℘(A),⊙ρ, Uρ)がべき集合クオンテールであることが
示された．
任意の (−)∗- 準同型 R に対し，G(R) は単位的準
同型であることを以下の命題で示す．
命題 6.5. R を (A, ρ) から (A′, ρ′) への (−)∗- 準同
型とする．℘(A)の任意の部分集合 αに対し，G(R)

は G(R)(∪α) = ∪{G(R)(Y )|Y ∈ α}を満たす．

Proof. A′ の任意の要素を a′ とおく．

a′ ∈ G(R)(∪α)
⇔∃a ∈ ∪α, (a, a′) ∈ R

⇔∃Y ∈ α, ∃a ∈ Y, (a, a′) ∈ R

⇔∃Y ∈ α, a′ ∈ G(R)(Y )

⇔a′ ∈ ∪{G(R)(Y )|Y ∈ α}

命題 6.6. R を (A, ρ) から (A′, ρ′) への (−)∗- 準同
型とする．℘(A)の任意の要素 Y, Z に対し，G(R)は
G(R)(Y ⊙ρ Z) = G(R)(Y )⊙ρ′ G(R)(Z)を満たす．

Proof. A′ の任意の要素を a′ とおく．

a′ ∈ G(R)(Y ⊙ρ Z)

⇔∃a ∈ Y ⊙ρ Z, (a, a′) ∈ R

⇔∃y ∈ Y, ∃z ∈ Z, ∃a ∈ A, ((y, z), a) ∈ ρ, (a, a′) ∈ R

⇔∃y ∈ Y, ∃z ∈ Z, ((y, z), a′) ∈ R ◦ ρ
⇔∃y ∈ Y, ∃z ∈ Z, ((y, z), a′) ∈ ρ′ ◦R∗

⇔∃y ∈ Y, ∃z ∈ Z, ∃x′ ∈ A′∗, ((y, z), x′) ∈ R∗,

(x′, a′) ∈ ρ′

⇔∃y ∈ Y, ∃z ∈ Z, ∃b, c ∈ A′, ((y, z), (b, c)) ∈ R∗,

((b, c), a′) ∈ ρ′

⇔∃y ∈ Y, ∃z ∈ Z, ∃b, c ∈ A′, (y, b) ∈ R, (z, c) ∈ R,

((b, c), a′) ∈ ρ′

⇔∃b ∈ G(R)(Y ), ∃c ∈ G(R)(Z), ((b, c), a′) ∈ ρ′

⇔a′ ∈ G(R)(Y )⊙ρ′ G(R)(Z)

命題 6.7. R を (A, ρ) から (A′, ρ′) への (−)∗- 準同
型とする．℘(A) の任意の単位元に対し，G(R) は
G(R)(Uρ) = Uρ′ を満たす．

Proof. A′ の任意の要素を a′ とおく．

a′ ∈ G(R)(Uρ)

⇔∃u ∈ Uρ, (u, a
′) ∈ R

⇔∃u ∈ A, (ε, u) ∈ ρ, (u, a′) ∈ R

⇔(ε, a′) ∈ R ◦ ρ
⇔(ε, a′) ∈ ρ′ ◦R∗

⇔∃x′ ∈ A′∗, (ε, x′) ∈ R∗, (x′, a′) ∈ ρ′

⇔(ε, ε) ∈ R∗, (ε, a′) ∈ ρ′

⇔(ε, a′) ∈ ρ′

⇔a′ ∈ Uρ′

よって，任意の (−)∗- 準同型 R に対し，G(R) は
単位的準同型であることが示された．
命題 6.8. R,S を (−)∗- 準同型 R : (A, ρ) →
(A′, ρ′), S : (A′, ρ′) → (A′′, ρ′′) とし，X を ℘(A)

の任意の要素とする．



Gは G(S ◦R)(X) = (G(S) ◦G(R))(X)を満たす．

Proof.

(G(S) ◦G(R))(X)

= G(S)(G(R)(X))

= G(S)({a′|∃a ∈ X, (a, a′) ∈ R})
= {a′′|∃a′ ∈ {a′|∃a ∈ X, (a, a′) ∈ R}, (a′, a′′) ∈ S}
= {a′′|∃a′ ∈ A′, ∃a ∈ X, (a, a′) ∈ R, (a′, a′′) ∈ S}
= {a′′|∃a ∈ X, (a, a′′) ∈ S ◦R}
= G(S ◦R)(X)

命題 6.9. X を ℘(A) の任意の要素とし，(A, ρ) を
任意の (−)∗- 代数とする．G は G(id(A,ρ))(X) =

idG(A,ρ)(X)を満たす．

Proof.

G(id(A,ρ))(X)

= {a′|∃a ∈ X, (a, a′) ∈ id(A,ρ))}
= {a′|∃a ∈ X, (a, a′) ∈ idA}
= {a′|∃a ∈ X, a = a′}
= {a′|a′ ∈ X}
= X

= idG(A,ρ)(X)

命題 6.10. Gは (−)∗-AlgからPQtへの関手である．

Proof. 命題 6.3，命題 6.4，命題 6.5，命題 6.6，命題
6.7，命題 6.8，命題 6.9より，Gは (−)∗-AlgからPQt

への関手であることが示された．

7 同型関手の証明
本節では，4節で定義した関手 F,Gが同型関手で
あることを証明する．
命題 7.1. PQt の任意の対象 x に対し，G と F は
G(F (x)) = xを満たす．

Proof. PQtの任意の対象を (℘(A),⊙, U)とおく．

G(F (℘(A),⊙, U))

= G((A, ρ⊙,U ))

= (℘(A),⊙ρ⊙,U , Uρ⊙,U )

(℘(A),⊙ρ⊙,U , Uρ⊙,U ) と (℘(A),⊙, U) が等しいと
言えればよい．
X,Y を ℘(A) の任意の要素とし，X ⊙ρ⊙,U Y =

X ⊙ Y を示す．

X ⊙ Y

={c|∃a ∈ X, c ∈ {a} ⊙ Y }
(補題 5.1より)

={c|∃a ∈ X, ∃b ∈ Y, c ∈ {a} ⊙ {b}}
(補題 5.1より)

={c|∃a ∈ X, ∃b ∈ Y, ∃x1 ∈ U, c ∈ {x1} ⊙ ({a} ⊙ {b})}
(補題 5.2より)

={c|∃a ∈ X, ∃b ∈ Y, ∃x1 ∈ U, c ∈ ({x1} ⊙ {a})⊙ {b}}
={c|∃a ∈ X, ∃b ∈ Y, ∃x1 ∈ U, ∃x2 ∈ {x1} ⊙ {a},
c ∈ {x2} ⊙ {b}}
(補題 5.1より)

={c|∃a ∈ X, ∃b ∈ Y, ((a, b), c) ∈ ρ⊙,U}
=X ⊙ρ⊙,U Y

Uρ⊙,U = U を示す．

Uρ⊙,U

={u|(ε, u) ∈ ρ⊙,U}
={u|u ∈ U}
=U

命題 7.2. f を (℘(A),⊙, U) から (℘(A)′,⊙′, U ′)

への単位的準同型とする．f に対し，G と F は
G(F (f)) = f を満たす．

Proof. G(F (f))は ℘(A)から ℘(A′)への写像なので，
X ∈ ℘(A)に対し，G(F (f))(X) = f(X)を示せばよ
い．



f(X)

={a′|∃a ∈ X, a′ ∈ f({a})} (補題 5.3より)

={a′|∃a ∈ X, (a, a′) ∈ F (f)}
=G(F (f))(X)

命題 7.3. (−)∗-Algの任意の対象 y に対し，F と G

は F (G(y)) = y を満たす．

Proof. (−)∗-Algの任意の対象を (A, ρ)とおく．
F (G((A, ρ)))

=F ((℘(A),⊙ρ, Uρ))

=(A, ρ⊙ρ,Uρ)

ρ = ρ⊙ρ,Uρ を 示 す ．任 意 の 0 以 上 の 整
数 n と (a1, a2, · · · , an) ∈ A∗ と xn+1 ∈
A に つ い て ((a1, a2, · · · , an), xn+1) ∈ ρ と
((a1, a2, · · · , an), xn+1) ∈ ρ⊙ρ,Uρ が同値になるこ
とを nに関する帰納法で示す．
(Base Step(n = 0))

(a1, a2, · · · , an) = εである．

(ε, x1) ∈ ρ

⇔ x1 ∈ Uρ

⇔ (ε, x1) ∈ ρ⊙ρ,Uρ

(Induction Step)

n = k について成り立つと仮定する．つまり

((a1, a2, · · · , an), xk+1) ∈ ρ

⇔((a1, a2, · · · , an), xk+1) ∈ ρ⊙ρ,Uρ

とする．

((a1, a2, · · · , ak+1), xk+2) ∈ ρ⊙ρ,Uρ

⇔∃xk+1 ∈ A, ((a1, a2, · · · , ak), xk+1) ∈ ρ⊙ρ,Uρ ,

xk+2 ∈ {xk+1} ⊙ρ {ak+1}

⇔∃xk+1 ∈ A, ((a1, a2, · · · , ak), xk+1) ∈ ρ,

xk+2 ∈ {xk+1} ⊙ρ {ak+1}
(帰納法の仮定より)

⇔∃xk+1 ∈ A, ((a1, a2, · · · , ak), xk+1) ∈ ρ,

((xk+1, ak+1), xk+2) ∈ ρ

⇔∃xk+1 ∈ A, ∃a ∈ A, ((a1, a2, · · · ak), xk+1) ∈ ρ,

((ak+1), a) ∈ ρ, ((xk+1, a), xk+2) ∈ ρ

(補題 6.1, 6.2より)

⇔∃xk+1 ∈ A, ∃a ∈ A, (((a1, a2, · · · , ak), (ak+1)),

(xk+1, a)) ∈ ρ∗, ((xk+1, a), xk+2) ∈ ρ

⇔(((a1, a2, · · · , ak), (ak+1)), xk+2) ∈ ρ ◦ ρ∗

⇔(((a1, a2, · · · , ak), (ak+1)), xk+2) ∈ ρ ◦ µA

⇔((a1, a2, · · · , ak, ak+1), xk+2) ∈ ρ

命題 7.4. R を (A, ρ) から (A′, ρ′) への (−)∗- 準同
型とする．F と Gは F (G(R)) = Rを満たす．

Proof.

F (G(R))

={(a, a′)|a′ ∈ G(R)({a})}
={(a, a′)|∃a′′ ∈ {a}, (a′′, a′) ∈ R}
={(a, a′)|(a, a′) ∈ R}
=R

命題 7.5. F は PQt から (−)∗-Alg への同型関手で
ある．

Proof. 命題 7.1，命題 7.2，命題 7.3，命題 7.4より，
F は PQtから (−)∗-Alg への同型関手であることが
示された．

定理 7.6. PQtと (−)∗-Algは同型である．

8 (−)∗-Algはアイレンベルグムーア圏
本節では，3節で定義した圏 (−)∗-Algが Rel上の
モナド (−)∗ のアイレンベルグムーア圏であることを
述べる．モナド，アイレンベルグムーア圏は以下のよ
うに定義されるものである [4]．
定義 8.1 (モナド). 圏 C 上のモナドとは組 (T, µ, η)



で以下を満たすもののこと．
• T は C から C への関手
• µは合成関手 T ◦ T から T への自然変換
• η は恒等関手 IdC から T への自然変換
• C の任意の対象 Aに対し以下の 3つを満たす

– µA ◦ µT (A) = µA ◦ T (µA)

T (T (T (A)))

µT (A)

��

T (µA) //T (T (A))

µA

��
T (T (A)) µA

//T (A)
– µA ◦ ηT (A) = idT (A)

T (A)
ηT (A) //

idT (A)

##

T (T (A))

µA

��
T (A)

– µA ◦ T (ηA) = idT (A)

T (T (A))

µA

��

T (A)T (ηA)oo

idT (A)

{{
T (A)

定義 8.2 (アイレンベルグムーア圏). 圏 C 上のモナ
ド T に対しアイレンベルグムーア圏 T -Algとは C と
T により決まる圏で以下により定義されるもの．
圏 C 上のモナド (T, µ, η)のアイレンベルグムーア
圏 T -Algとは以下の圏のこと．
• T -Algの対象は T 代数とする．即ち，組 (A, h)

であり，かつ
– Aは C の対象
– hは C の射 h : T (A) → A

– h ◦ µA = h ◦ T (h)
T (T (A))

µA

��

T (h) //T (A)

h

��
T (A) h

//A
– h ◦ ηA = idA

A ηA //

idA

!!

T (A)

h

��
A

• T -Algの対象 (A, h)から (B, k)への射 f とは，
T 準同型とする．即ち，C での射 f : A → B で
あり，かつ f ◦ h = k ◦ T (f)を満たすもの

T (A)

h

��

T (f) //T (B)

k

��
A f

//B
• 射 f : (A, h) → (B, k)と g : (B, k) → (D, l)の
合成 g ◦ f は C における g ◦ f そのもの

• 恒等射 id(A,h) : (A, h) → (A, h)は C における
A上の恒等射 idA そのもの

証明は本論文では省略するが，以下のことが確かめ
られる．
命題 8.3. 定義 3.2の ((−)∗, µ, η)は Rel上のモナド
である．
命題 8.4. 定義 3.3 の (−)∗-Alg は Rel 上のモナド
(−)∗ のアイレンベルグムーア圏である．
PQt が (−)∗-Alg と同型であることと，(−)∗-Alg

が Rel 上のモナドのアイレンベルグムーア圏である
ことがわかった．アイレンベルグムーア圏の一般的
な性質から，さまざまなことがわかる．まず，PQt

から Rel への忘却関手が存在する．その左随伴とし
て，Relから PQtへの自由生成関手も存在する．忘却
関手は，Rel内の極限を PQt上に創出する．たとえ
ば，(℘(A),⊙, U) と (℘(A′),⊙′, U ′) がべき集合クオ
ンテールならば，直和集合A+A′を用いた ℘(A+A′)

上のべき集合クオンテールが自然に構成できる．

9 まとめ
べき集合クオンテール，(−)∗-代数を対象とした，
圏 PQt と圏 (−)∗-Alg を定義し，その間の関手を定
義した．さらに定義した関手が同型関手であること
を証明した．また，(−)∗-Alg がアイレンベルグムー
ア圏であることも示した．今回の研究によって，二項
関係とべき集合クオンテールの関係性が少し明らか
になったため，この成果を手がかりにして，埋め込み
の理由を明らかにしていくことが今後の課題である．
謝辞 本研究は JSPS科研費 JP22K11913の助成を
受けたものです．
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