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前順序とべき集合クオンテールの間の関係性について

安田 康史　西澤 弘毅　古澤 仁

べき集合クオンテールは，ある集合 X のべき集合，包含関係，和集合，二項演算，単位元からなる組であり，一定
の条件を満たすものでできている代数構造である．さらにその X が前順序，二項演算が二項関係どうしの合成，単
位元が恒等関係である例のことを関係的クオンテールと呼ぶ．既存研究で，任意のべき集合クオンテール Q から関
係的クオンテールへのある埋め込みが見つかっている．このことからべき集合クオンテールとなんらかの条件下の前
順序との間に相互変換があると予測される．これらを対象とする圏を考え，変換をその間の関手として定義すること
で関係を明らかにしていく．今回は，見つかった圏とそれらの間の一方向的な関手と，関係的クオンテールへの埋め
込みとの関係性を例を用いて説明していく．

A powerset quantale is an algebraic structure consisting of the powerset of a set X, the inclusion relation,

the union operator, a binary operator and its unit, which satisfies certain conditions. Furthermore, when X

is a preorder, the binary operator is the composition of binary relations, and the unit is the identity relation,

it is called a relational quantale. In the literature, for any powerset quantale Q, there exists an embedding of

Q into some relational quantale. Therefore, we predicted that there is an interconversion between powerset

quantales and preorders under some conditions. By considering categories and functors between them, we

try to clearfy the relationship between them. In this article, we will explain the categories and unidirectional

functors found in this study, and relationship between them and the embedding into relational quantales,

by using examples.

1 はじめに

プログラム検証や最短経路問題に応用されている代

数的構造としてクリーニ代数（Kleene algebra）や単

位的クオンテール（unital quantale）というものがあ

る [1]．クリー二代数にはある種の「繰り返し」を意

味する演算 ∗が入っているため，プログラムの繰り返
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し構造のモデル化に有効である．単位的クオンテール

とは，完備上半束に，その上限演算との分配束を満た

すモノイド構造が入った代数的構造のことであり，こ

の上限とモノイド構造からクリー二代数の ∗ 演算を
構成できるため,同様の構造のモデル化に有効である．

単位的クオンテールの典型例は，ある集合上の二項

関係全体を台集合とし，モノイド構造を二項関係同士

の合成演算と恒等関係で与えた例である．ただし，合

成演算と恒等関係について閉じるためには，台集合は

二項関係全体である必要はなく，ある前順序（を直積

集合の部分集合とみなしたもの）の部分集合全体を台

集合としても単位的クオンテールになる．この構造を

関係的クオンテール（relational quantale）と呼ぶ．

関係的クオンテールがどのような意味で単位的クオ

ンテールの典型例と言えるかについては広く研究が

行われているが，特に，どのようなクオンテールがど

のような写像で関係的クオンテールに埋め込めるか，



ということを示す定理を関係的表現定理（relational

representation theorem）と呼ぶ．西澤と古澤は，あ

る集合のべき集合で完備上半束が与えられている単位

的クオンテールをべき集合クオンテール（powerset

quantale）と呼び，任意のべき集合クオンテールが，

ある関係的クオンテールに単射準同型で埋め込める

という関係的表現定理を示した [2]．

本研究の動機は，ブール代数の表現定理がストーン

双対性 [4]に発展するのと同様に，上記の関係的表現

定理は何らかの圏の間の何らかの相互変換に発展す

るだろうか，という疑問である．元々，任意の前順序

R からべき集合クオンテール ℘(R) を構成できるこ

とがわかっているが，上記の関係的表現定理により，

任意のべき集合クオンテール Qに対し，ある前順序

RQ と，Qから ℘(RQ)への単射準同型を構成できる

ことがわかったことになる．そこで，べき集合クオン

テールを対象とする圏と前順序を対象とする圏の間

に，どのような関手が存在するかを明らかにすること

が目的である．

本稿および既発表論文 [3] の貢献は以下の通りで

ある．

1. 前順序 Rからべき集合クオンテール ℘(R)の構

成を，関手に発展させた．そのために，まず前

順序集合の間の単調写像に，中間値の性質（in-

termediate value property）および恒等反映的

（identity reflecting）という追加条件を定義した．

これらの条件を満たす写像を射とし，前順序集合

を対象とする圏から，べき集合クオンテールを

対象とし，単位的クオンテール準同型を射とす

る圏への反変関手（contravariant functor）を与

えた．

2. 上記 1.の圏や関手を段階的に構成するために，

前順序より弱い構造として弱前順序（weak pre-

order）という概念を定義した．また，単位的ク

オンテールより弱いクオンテールという既知の構

造の間に,準同型より弱い射として緩準同型（lax

homomorphism）という概念を定義した．上記

1. の関手は，これらを用いた圏の間の関手から

始めて，段階的に構成した．

3. 上記 1.および 2. をさらに段階的に構成するた

めに，弱前順序からクオンテールを構成する中間

生成物として，部分的半群（partial semigroup）

という概念を定義し，上記の関手を 2 つの関手

に分割して，段階ごとに独立に構成した．

4. べき集合クオンテールの例を 4種類挙げ，関係

的表現定理によるそれぞれの埋め込み写像が部

分的半群の間の射の像かどうかを考察した．

本稿の残りの構成は以下の通りである．2節では，

弱前順序と部分的半群および，クオンテール間の緩準

同型という概念を定義し，弱前順序からクオンテール

の構成を 2つの関手の合成として与える．3節では，

クオンテールの間の射として準同型を用いた場合の圏

を考え，それに伴って 2節で与えた圏や関手を発展さ

せる．4節では，べき集合クオンテールと単位的クオ

ンテール準同型を用いた場合の圏を考え，それに伴っ

て 3節で与えた圏や関手を発展させる．5節では，べ

き集合クオンテールと関係埋め込みの例を 4 種類挙

げる．6節では，4節の関手と 5節の例の関係を述べ

る．7節では，本研究の結果をまとめる．

2 弱前順序からクオンテールの構成

2 節では，弱前順序と部分的半群および，クオン

テール間の緩準同型という概念，それら 3 つを用い

る圏WPreOrd，PSG，Qtlaxを定義し，その間の

関手 compと ℘を与える．これ以降，射の合成を ◦，
恒等射を idで表す．これ以降で定義される圏はいず

れも，射の実体は写像であり，射の合成は写像の合

成，恒等射は恒等写像で定義される．

はじめに，弱前順序と部分的半群を用いる圏とそれ

に伴って必要になる定義，2つの圏の間の関手 comp

を説明する．

定義 2.1 (二項関係). 二つの集合 A1，A2 に対して，

A1 と A2 との間の二項関係とは，直積集合 A1 × A2

の部分集合 Rのことをいい，x ∈ A1,y ∈ A2 に対し

て (x, y) ∈ Rのことを xRy とも表す．また二項関係

Rが直積集合 A×Aの部分集合であるとき，Rを集

合 A上の二項関係という．

定義 2.2 (弱前順序). X 上の弱前順序（weak pre-

order）とは X 上の推移的二項関係 Rであり，X の

任意の要素 xに対して y が存在し，(x, y) ∈ R また



は (y, x) ∈ Rを満たしているもののこと．

定義 2.3 (弱前順序集合). 弱前順序集合（weak pre-

ordered set）とは，集合 X と X 上の弱前順序 Rの

組 (X,R)のこと．

定義 2.4 (WPreOrd). WPreOrdとは以下からな

る圏である．

• 対象は弱前順序集合．
• (X,R) から (X ′, R′) への射 f は単調写像．す

なわち写像 f : X → X ′ で，(x, y) ∈ R のとき，

(f(x), f(y)) ∈ R′ となるもののこと．

定義 2.5 (部分的半群). 部分的半群（partial semi-

group）とは以下のことを満たす組 (X, ·)のこと．
1. X は集合である．

2. ·はX 上の部分二項演算（すなわち，x · yは未
定義でもよい）．

3. x ·yと (x ·y) ·zが定義される⇔ y ·zと x ·(y ·z)
が定義される．

4. 条件 3の左辺と右辺の少なくとも一方（すなわ

ち両方）を満たす x，y，zについて，(x · y) · z =

x · (y · z)である．
定義 2.6 (PSG). PSGとは以下からなる圏である.

• 対象は部分的半群.

• (X, ·)から (X ′, ·′)への射は準同型写像，すなわ
ち以下を満たす写像 f : X → X ′．

1. x · y が定義されるような x, y ∈ X に対し

て，f(x) ·′ f(y)が定義される．
2. 条件 1 を満たす x，y について，f(x) ·′

f(y) = f(x · y)となる．
例 2.7. 任意の集合 A に対して，(∆A, ;)，(A, ·) と
f : (∆A, ;) → (A, ·)は，PSGの対象と射である．た

だし，∆A = {(a, a) | a ∈ A}，f(a, a) = a で，· は
x · y = x（x = y のとき），x · y =未定義（それ以外

のとき）．;は，もし x = yならば (w, x) ; (y, z)は定

義され，かつ (w, x) ; (y, z) = (w, z)．

例 2.8. 任意の集合 A に対して，(R, ;)，(A × A, ;)

と f : (R, ;) → (A × A, ;) は，PSG の対象と射で

ある．ただし，R = {((x, y), (x, z)) | x, y, z ∈ A}，
f((x, y), (x, z)) = (y, z)．

例 2.9. 任意の集合 A に対して，(R, ;)，(A∗, ·) と
f : (R, ;) → (A∗, ·)は，PSGの対象と射である．た

だし，R = {(σ, σ · τ)|σ, τ ∈ A∗}，f((σ, σ · τ)) = τ，

A∗ は Aの元の有限列全体．

定理 2.10. 以下の対応 comp はWPreOrd から

PSGへの関手となる．

• WPreOrdの対象 (X,R)に対して，comp(X,

R)
def
= (R, ;)とする．ここで，もし x = yならば

(w, x) ; (y, z)は定義され，かつ (w, x) ; (y, z) =

(w, z)とする．

• WPreOrd の射 f : (X,R) → (X ′, R′) に対

して，comp(f) : (R, ;) → (R′, ;) は (x, y) を

(f(x), f(y))に写すものとする．

証明. WPreOrd の射 f : (X,R) → (X ′, R′)

をとる．(x, y) ∈ R をとる．f の単調性よ

り，comp(f)(x, y) = (f(x), f(y)) ∈ R′．(w, x) ;

(y, z) が定義されるような (w, x), (y, z) ∈ R

をとる．このとき，x = y，(w, x) ; (y, z) =

(w, z) である．comp(f)(w, x) ; comp(f)(y, z) =

(f(w), f(x)) ; (f(y), f(z)) = (f(w), f(z)) =

comp(f)(w, z) となる．よって，WPreOrd の射

f に対して，comp(f) は PSG の射になる．

WPreOrd の射 h : (X ′, R′) → (X ′′, R′′) をと

る．comp(h ◦ f)(x, y) = ((h ◦ f)(x), (h ◦ f)(y)) =

(h(f(x)), h(f(y))) = comp(h)(f(x), f(y)) =

comp(h)(comp(f)(x, y)) = (comp(h)◦comp(f))

(x, y) と な り comp は 合 成 を 保 つ ．ま た ，

comp(id(X,R))(x, y) =(id(X,R)(x),id(X,R)(y)) =

(x, y) =idcomp(X,R)(x, y) より comp は恒等射を保

つ．したがって comp がWPreOrd から PSG へ

の関手となる．

ここまでは，弱前順序と部分的半群を用いた圏，そ

の間の関手 compを説明した．次にクオンテール間

の緩準同型を用いた圏と関手 ℘を説明する．

定義 2.11 (クオンテール). クオンテール（quantale）

とは以下のことを満たす組 (Q,≤,∨,�)のこと．

1. (Q,�)は半群である．

2. (Q,≤,∨)は完備上半束である．
• (X,≤)は半順序集合．

• X の任意の部分集合 S に対して，∨S が S



の上限である．

3. Qの任意の部分集合 S と Qの任意の要素 q に

対し，(∨S)� q = ∨{s� q | s ∈ S}が成り立つ．
4. Qの任意の部分集合 S と Qの任意の要素 q に

対し，q � (∨S) = ∨{q � s | s ∈ S}が成り立つ．
定義 2.12 (Qtlax). Qtlax とは以下からなる圏で

ある．

• 対象はクオンテール．
• (Q,≤,∨,�) から (Q′,≤′,∨′,�′) への射は緩準

同型（lax homomorphism）．すなわち以下を満

たす写像 f : Q → Q′ のこと．

1. Q の任意の部分集合 S に対し，f(∨S) =

∨′{f(s)|s ∈ S}が成り立つ．
2. Q の任意の要素 q1，q2 に対し，f(q1) �′

f(q2) ≤′ f(q1 � q2)が成り立つ．

定理 2.13. 以下の対応 ℘ は PSGop から Qtlax へ

の関手となる.

• PSG の対象 (X, ·) に対して，℘(X, ·) def
=

(℘(X),⊆,∪, [·]) である．℘(X) の任意の部分集

合 α に対し，∪α が α の上限になる．ただし，

∪α = {a | ∃X ∈ α,α ∈ X} とする．ここで，
S1 [·] S2

def
= {s1 · s2 | s1 ∈ S1, s2 ∈ S2, s1 · s2 は

定義されている }
• PSG の射 f : (X, ·) → (X ′, ·′) に対して，
℘(f) : ℘(X ′, ·′) → ℘(X, ·) は写像 ℘(f)(S′) =

{x ∈ X | f(x) ∈ S′}．

証明. はじめに，(℘(X),⊆,∪, [·])が Qtlax の対象で

あることを示す．

• (℘(X), [·]) は半群である．任意の要素 x, y, z ∈
℘(X)に対し，

a ∈ (x [·] y) [·] z
⇔ a ∈ {s1 · s2 | s1 ∈ x · y, s2 ∈ z, s1 · s2 は定義
されている }
⇔ a ∈ {s1 · s2 | s1 ∈ {s′1 · s′2 | s′1 ∈ x, s′2 ∈
y, s′1 · s′2 は定義されている }, s2 ∈ z, s1 · s2 は定
義されている }
⇔ a ∈ {(s′1 ·s′2)·s2 | s′1 ∈ x, s′2 ∈ y, s2 ∈ z, s′1 ·s′2
は定義されている,(s′1 · s′2) · s2 は定義されている
}

⇔ a ∈ {s′1 ·(s′2 ·s2) | s′1 ∈ x, s′2 ∈ y, s2 ∈ z, s′2 ·s2
は定義されている,s′1 · (s′2 · s2)は定義されている
}
⇔ a ∈ {s′1 · s4 | s′1 ∈ x, s4 ∈ {s′2 · s2 | s′2 ∈
y, s2 ∈ z, s′2 · s2 は定義されている },s′1 · s4 は定
義されている }
⇔ a ∈ {s′1 · s4 | s1 ∈ x, s4 ∈ y[·]z, s′1 · s4 は定義
されている }
⇔ a ∈ x [·] (y [·] z)．

• (℘(X),⊆,∪)が完備上半束であることはよく知
られた事実なので証明を省略する．

• 任意の S ⊆ ℘(X)，A ∈ ℘(X)に対し，(∪S) [·]
A = ∪{R [·]A | R ∈ S}，A [·] (∪S) = ∪{A [·]R |
R ∈ S}であることを示す．a ∈ (∪S) [·]Aと仮定
する．ある s1，s2 が存在し，s1 ∈ ∪S，s2 ∈ A，

s1 · s2 は定義され，a = s1 · s2 である．∪の定義
より，S のある要素 Rが存在し，s1 ∈ Rのとき

a ∈ R [·] A なので，a ∈ ∪{R [·] A|R ∈ S}．逆
に，b ∈ ∪{R [·]A|R ∈ S}と仮定する．∪の定義
より，S のある要素 Rが存在し，b ∈ R [·] Aで
ある．ある s1，s2 が存在し，s1 ∈ R，s2 ∈ A，

s1 · s2 は定義され，b = s1 · s2 である．∪の定義
より，s1 ∈ ∪S である．よって，b ∈ (∪S) [·] A．
よって，(℘(X),⊆,∪, [·])はQtlaxの対象である．

次に，℘(f) : ℘(X ′, ·′) → ℘(X, ·)が Qtlax の射で

あることを示す．

• PSGの射 f に対して，℘(f)が緩準同型である

ことを示す．℘(X)の任意の部分集合Aに対して，

℘(f)(∪A) = {x ∈ X | f(x) ∈ ∪A} = {x ∈ X |
∃S ∈ A.f(x) ∈ S} = ∪{{x ∈ X | f(x) ∈ S} |
S ∈ A} = ∪{℘(f)(S) | S ∈ A}．よって，℘(f)

は ∪を保つ．S′
1，S′

2を ℘(X ′)の任意の要素とす

る．x ∈ ℘(f)(S′
1) [·] ℘(f)(S′

2)をとる．[·]より，
s1 ∈ ℘(f)(S′

1)と s2 ∈ ℘(f)(S′
2)と x = s1 [·] s2

を満たす s1, s2 ∈ X がある．また ℘(f) より，

f(s1) ∈ S′
1，f(s2) ∈ S′

2 と x = s1 · s2 を満た
す s1, s2 ∈ X がある．f は PSG の射なので，

f(x) = f(s1 · s2) = f(s1) ·′ f(s2) ∈ S′
1 [·′] S′

2 を

満たし，よって x ∈ ℘(f)(S′
1 [·′]S′

2)である．した

がって，℘(f)(S′
1) [·′]℘(f)(S′

2) ⊆ ℘(f)(S′
1 [·]S′

2)



である．よって，℘(f)は緩準同型となる．

• ℘が合成と恒等射を保つことは，℘(f)(S)が f

による S の逆像であることから明らか．

したがって ℘が PSGop から Qtlax への関手とな

る．

3 クオンテール準同型に対応する条件

3節では，2節で定義した圏に中間値の性質を追加し

た圏WPreOrdint，分割的を追加した圏 PSGdiv，

クオンテールの間の射として準同型を用いた場合の圏

Qtを定義し，その間の関手 compと ℘を与える．

はじめに，WPreOrdint とPSGdiv，その間の関

手を説明する．

定義 3.1 (WPreOrdint). WPreOrdint とは以下

からなる圏である．

• 対象は弱前順序集合．
• (X,R) から (X ′, R′) への射 f は単調写像であ

り，中間値の性質を満たすもの．中間値の性質

（intermediate value property）とは，すなわち

(x, y) ∈ R，(f(x), z′) ∈ R′，(z′, f(y)) ∈ R′とな

るようなx, y ∈ X，z′ ∈ X ′に対して，f(z) = z′，

(x, z) ∈ R，(z, y) ∈ Rとなるような z ∈ X が存

在することである．

定義 3.2 (PSGdiv). PSGdiv とは以下からなる圏

である．

• 対象は部分的半群．
• (X, ·)から (X ′, ·′)への射 f は準同型写像であり，

分割的であるもの．分割的（dividing）とはすなわ

ち，x′ ·′ y′ = f(z)を満たしている x′, y′ ∈ X ′ と

z ∈ Xに対して，f(x) = x′，f(y) = y′，x·y = z

となるような x, y ∈ X が存在することである．

例 3.3. 任意の集合 A に対して，例 2.7 の (∆A, ;)，

(A, ·) と f : (∆A, ;) → (A, ·) は，PSGdiv の対象と

射である．

例 3.4. 任意の集合 A に対して，例 2.8 の (R, ;)，

(A×A, ;)と f : (R, ;) → (A×A, ;)は，PSGdiv の

対象と射である．

例 3.5. 任意の集合 A に対して，例 2.9 の (R, ;)，

(A∗, ·)と f : (R, ;) → (A∗, ·)は，PSGdiv の対象と

射である．

定理 3.6. 定理 2.10の関手 compはWPreOrdint

から PSGdiv への関手にもなる．

証明. WPreOrdint の射 f : (X,R) → (X ′, R′)

をとる．(x, y) ∈ R をとる．(w′, x′) ; (y′, z′) =

comp(f)(w, z) を満たす (w′, x′), (y′, z′) ∈ R′ と

(w, z) ∈ Rをとる．このとき，x′ = y′，f(w) = w′，

f(z) = z′ である．f の中間値の性質より，f(x) =

x′, (w, x) ∈ R，(x, z) ∈ R となる x ∈ X が存在す

る．それらは，comp(f)(w, x) = (f(w), f(x)) =

(w′, x′), comp(f)(x, z) = (f(x), f(z)) = (x′, z′)，

(w, x) ; (x, z) = (w, z) を満たしている．よって f

は分割的である．したがって compがWPreOrdint

から PSGdiv への関手となる．

ここまでは，2節の圏に追加条件を加え，弱前順序

と部分的半群を用いた圏，その間の関手 compを説

明した．次にクオンテール間の準同型を用いた圏と関

手 ℘を説明する．

定義 3.7 (Qt). Qtとは以下からなる圏である．

• 対象はクオンテール．
• (Q,≤,∨,�) から (Q′,≤′,∨′,�′) への射は準同

型写像のこと．すなわち以下を満たす写像

f : Q → Q′ のこと．

1. Q の任意の部分集合 S に対し，f(∨S) =

∨′{f(s)|s ∈ S}が成り立つ．
2. Qの任意の要素 q1，q2に対し，f(q1�q2) =

f(q1)�′ f(q2)が成り立つ．

定理 3.8. 定理 2.13の関手 ℘は PSGdiv
op からQt

への関手にもなる．

証明. PSGdiv の射 f : (X, ·) → (X ′, ·′) に対して，
℘(f) が準同型であることを示す．S′

1, S
′
2 を ℘(X ′)

の任意の要素とする．x ∈ ℘(f)(S′
1 [·′] S′

2) をとる．

[·] と ℘(f) より，f(x) = x′
1 · x′

2 を満たす x′
1 ∈ S′

1，

x′
2 ∈ S′

2が存在する．f ∈ PSGdivから，f(x1) = x′
1，

f(x2) = x′
2，x = x1 · x2 を満たす x1, x2 ∈ X が存

在する．したがって，x = x1 · x2 = {x1} [·] {x2} ⊆
℘(f)(S′

1) [·] ℘(f)(S′
2)．よって，℘(f) は準同型とな

る．したがって ℘が PSGdiv
op からQtへの関手と



なる．

4 前順序からべき集合クオンテールの構成

4節では，3節で定義した圏の条件に恒等反映的を

追加し，対象を前順序とした圏 PreOrdint,idref，対

象を単位的部分的半群とした圏 UPSGdiv，べき集

合クオンテールを対象とし，間の射として単位的ク

オンテール準同型を用いた圏 PowersetQtを定義す

る．それに伴って 3節で与えた関手 compと ℘を発

展させたものを与える．

はじめに，圏PreOrdint,idref とUPSGdiv，それ

に伴って必要となる定義と，間の関手 compを説明

する．

定義 4.1 (前順序). X 上の前順序（preorder）とは

X 上の二項関係 ≤で推移的かつ反射的であるものの
こと．

定義 4.2 (前順序集合). 前順序集合（preordered set）

とは，集合X とX 上の前順序≤の組 (X,≤)のこと．

定義 4.3 (PreOrdint,idref ). PreOrdint,idref とは

以下からなる圏である．

• 対象は前順序集合．
• (X,≤) から (X ′,≤′) への射 f は単調写像であ

り，中間値の性質と恒等反映的を満たすもの．恒

等反映的（Id-reflecting）とは，すなわち，もし

x ≤ yかつ f(x) = f(y)のとき，x = yとなるこ

とである．

定義 4.4 (単位的部分集合). 部分的半群 (X, ·) の単
位的部分集合（unital subset）とは，以下の条件を満

たす U ⊆ X のこと．

1. もし u ∈ U と x ∈ X について u · xが定義され
ているとき，u · x = xが成り立つ．

2. もし u ∈ U と x ∈ X について x · uが定義され
ているとき，x · u = xが成り立つ．

3. 任意の x ∈ X に対して，u · xが定義されるよ
うな u ∈ U が存在する．

4. 任意の x ∈ X に対して，x · uが定義されるよ
うな u ∈ U が存在する．

定義 4.5 (単位的部分的半群). 単位的部分的半群

（unital partial semigroup）とは以下のことを満たす

組 (X, ·, U)のこと．

1. (X, ·)は部分的半群，
2. Uは (X, ·)の単位的部分集合．
定義 4.6 (UPSGdiv). UPSGdiv とは以下からな

る圏である．

• 対象は単位的部分的半群．
• (X, ·, U)から (X ′, ·′, U ′)の射は，任意の x ∈ X

に対して，x ∈ U ⇔ f(x) ∈ U ′ となるような射

f : (X, ·) → (X ′, ·′) ∈ PSGdiv．

例 4.7. 任意の集合 A に対して，例 3.3 を拡張した

(∆A, ;,∆A)，(A, ·, A)と f : (∆A, ;,∆A) → (A, ·, A)

は，UPSGdiv の対象と射である．

例 4.8. 任意の集合 A に対して，例 3.4 を拡張した

(R, ;,∆A×A)，(A×A, ;,∆A)と f : (R, ;,∆A×A) →
(A×A, ;,∆A)は，UPSGdiv の対象と射である．

例 4.9. 任意の集合 A に対して，例 3.5 を拡張

した (R, ;,∆A∗)，(A∗, ·, {ε}) と f : (R, ;,∆A∗) →
(A∗, ·, {ε})は，UPSGdiv の対象と射である．

定理 4.10. 定理 3.6の関手 compを以下のように拡

張したものは PreOrdint,idref から UPSGdiv への

関手となる．

• PreOrdintの対象 (X,≤)に対して，comp(X,≤
)

def
= (≤, ;,∆X)とする．ここで，∆X = {(x, x) |

x ∈ X}とする．
• PreOrdint,idref の射 f : (X,≤) → (X ′,≤′)に

対して，comp(f) : (≤, ;,∆X) → (≤′, ;,∆X′)

は (x, y)を (f(x), f(y))に写すものとする．

証明. PreOrdint,idref の射 f : (X,≤) → (X ′,≤′)

をとる．comp(f)がUPSGdiv の射 comp(f) : (≤
, ;,∆X) → (≤′, ;,∆X′) となることを示す．(x, y) ∈
∆Xのとき，x = y，comp(f)(x, y) = (f(x), f(y)) =

(f(x), f(x)) ∈ ∆X′．逆に，f(x) = f(y) と f が

恒等反映的であることから，comp(f)(x, y) =

(f(x), f(y)) ∈ ∆X′ のとき，x = y，(x, y) ∈ ∆X．

したがって，(x, y) ∈ ∆X ⇔ comp(x, y) ∈ ∆X′．

よって，comp が PreOrdint,idref から UPSGdiv

への関手となる．

ここまでは，3節の圏に追加条件を加え，前順序と



単位的部分的半群を用いた圏，その間の関手 comp

を説明した．次にべき集合クオンテール間の単位的ク

オンテール準同型を用いた圏と関手 ℘を説明する．

定義 4.11 (単位的クオンテール). 単位的クオン

テール（unital quantale）とは以下のことを満たす組

(Q,≤,∨,�, 1)のこと．

1. (Q,≤,∨,�)はクオンテールである．

2. 1 ∈ Qは任意の q ∈ Qに対して，1 � q = q =

q � 1を満たす．

定義 4.12 (べき集合クオンテール). べき集合クオン

テール（powerset quantale）とは最初の 3 つが集合

Q のべき集合 ℘(Q)，包含関係 ⊆，和集合演算 ∪ で
ある単位的クオンテールのこと．

定義 4.13 (PowersetQt). PowersetQtとは以下

からなる圏である．

• 対象はべき集合クオンテール．
• (℘(Q),⊆,∪,�, 1)から (℘(Q′),⊆′,∪′,�′, 1′)へ

の射 f は単位的準同型であり，単位的準同型

（unital homomorphism）とは f(1) = 1′ を満た

している (℘(Q),≤,∨,�)から (℘(Q′),≤′,∨′,�′)

への準同型 f のこと．

定理 4.14. 定理 3.8の関手 ℘を以下のように拡張し

たものは UPSGdiv
op から PowersetQt への関手

となる．

• UPSGdiv の対象 (X, ·, U)に対して，

℘(X, ·, U)
def
= (℘(X),⊆,∪, [·], U)である．

• UPSGdiv の射 f : (X, ·, U) → (X ′, ·′, U ′)に対

して，℘(f) : ℘(X ′, ·′, U ′) → ℘(X, ·, U)は写像

℘(f)(S′) = {x ∈ X | f(x) ∈ S′}．

証明. はじめに，(℘(X),⊆,∪, [·], U)がPowersetQt

の対象であることを示す．

• U ∈ Qが任意の S ∈ ℘(X)に対して，U [·] S =

S = S [·]U を満たし，U が [·]の単位元であること
を示す，定義 4.4の条件 1より U [·]S ⊆ S，条件

2より S [·]U ⊆ S，条件 1と 3より S ⊆ U [·]S，
条件 2と 4より S ⊆ S [·] U．したがって，U は

[·]の単位元である．よって，(℘(X),⊆,∪, [·], U)

は PowersetQtの対象である．

次に，℘(f) : ℘(X ′, ·′, U ′) → ℘(X, ·, U) が

PowersetQtの射であることを示す．

• UPSGdiv の射 f : (X, ·, U) → (X ′, ·′, U ′) に

対して，℘(f)(U ′) = U となることを示す．

x ∈ U ⇔ f(x) ∈ U ′ より，℘(f)(U ′) = U．

したがって ℘(f) は単位的準同型となり，℘ が

UPSGdiv
opからPowersetQtへの関手となる．

5 べき集合クオンテールと関係埋め込みの例

5節では，べき集合クオンテールの 4種類の例と，

それらの関係埋め込みの例を挙げる．

例 5.1. 集合 Aに対して，(℘(A),⊆,∪,∩, A)はべき

集合クオンテールである．ただし，X ∩ Y はX と Y

の共通部分．

例 5.2. 集合 A に対して，(℘(A × A),⊆,∪, ◦,∆A)

はべき集合クオンテールである．ただし，◦は二項関
係の合成，∆A は恒等関係．

例 5.3. 集合Aに対して，(℘(A∗),⊆,∪,⊚, {ε})はべ
き集合クオンテールである．ただし，A∗ は Aの元の

有限列全体，εは空列，⊚は言語の連接．
例 5.4. 組 (℘({0, 1}),⊆,∪,�, {1}) はべき集合クオ
ンテールである．ただし，

X � Y
def
= {z | ∃x ∈ X.∃y ∈ Y.z ∈ {x} ⋆ {y}}，

{0} ⋆ {0} def
= {0, 1}，{0} ⋆ {1} def

= {0}，
{1} ⋆ {0} def

= {0}，{1} ⋆ {1} def
= {1}．

以下では，べき集合クオンテールの関係埋め込みに

ついて考察する．

定義 5.5 (べき集合クオンテールの関係埋め込み).

べき集合クオンテール (℘(A),⊆,∪,�, 1) の関係

埋め込みとは，写像 η : ℘(A) 7→ ℘(A × A) で

η(S) = {(a, b) | a ∈ A.b ∈ {a} � S}のこと．
命題 5.6. η は (℘(A),⊆,∪,�, 1)から (℘(A×A),⊆
,∪, ◦,∆A)への単射な準同型である．すなわち，

• 任意の α ⊆ ℘(A) に対し，η(∪α) = ∪{η(S) |
S ∈ α}，

• 任意の S1, S2 ⊆ A に対し，η(S1 � S2) =

η(S1) ◦ (S2)，

• η(1) = ∆A，

• 任意の S1, S2 ⊆ Aに対し，η(S1) = η(S2)なら

ば S1 = S2．



証明.

• (a, b) ∈ η(∪α)
⇔ a ∈ A, b ∈ {a} � ∪α
⇔ a ∈ A, b ∈ ∪{{a} � S | S ∈ α}
⇔ a ∈ A,∃S ∈ α.b ∈ {a} � S

⇔ ∃S ∈ α.(a, b) ∈ η(S)

⇔ (a, b) ∈ ∪{η(S) | S ∈ α}
• (a, c) ∈ η(S1 � S2)

⇔ a ∈ A, c ∈ {a} � (S1 � S2)

⇔ a ∈ A, c ∈ ({a} � S1)� S2

⇔ a ∈ A, c ∈ (∪{{b} | b ∈ {a} � S1})� S2

⇔ a ∈ A, c ∈ ∪{{b} � S2 | b ∈ {a} � S1}
⇔ ∃b ∈ {a} � S1, a ∈ A, c ∈ {b} � S2

⇔ ∃b.(a, b) ∈ η(S1).(b, c) ∈ η(S2)

⇔ (a, c) ∈ η(S1) ◦ η(S2)

• (a, b) ∈ η(1)

⇔ a ∈ A, b ∈ {a} � 1

⇔ a ∈ A, b ∈ {a}
⇔ a ∈ A, a = b

⇔ (a, b) ∈ ∆A

• S1, S2 ⊆ Aが η(S1) ⊆ η(S2)を満たすと仮定す

る．x ∈ S1 をとる．x ∈ S2 であればよい．

x ∈ S1

⇔ x ∈ 1� S1

⇔ x ∈ (∪{{a} | a ∈ 1})� S1

⇔ x ∈ ∪{{a} � S1 | a ∈ 1}
⇔ ∃a ∈ 1.x ∈ {a} � S1

⇔ ∃a ∈ 1.(a, x) ∈ η(S1)

⇒ ∃a ∈ 1.(a, x) ∈ η(S2)

⇔ ∃a ∈ 1.x ∈ {a} � S2

⇔ x ∈ ∪{{a} � S2 | a ∈ 1}
⇔ x ∈ (∪{{a} | a ∈ 1})� S2

⇔ x ∈ 1� S2

⇔ x ∈ S2

例 5.1～5.4のべき集合クオンテールの関係埋め込

みの様子を述べておく．

例 5.7. 例 5.1 で与えたべき集合クオンテール

(℘(A),⊆,∪,∩, A) の関係埋め込みは S ⊆ A に対

して

η(S) = {(a, b) | a ∈ A.b ∈ {a} ∩ S}
= {(a, a) | a ∈ S}．

例 5.8. 例 5.2 で与えたべき集合クオンテール

(℘(A×A),⊆,∪, ◦,∆A)の関係埋め込みは S ⊆ A×A

に対して

η(S) = {(x, y) | (x, y) ∈ A×A.(w, z) ∈ {(x, y)}◦S}
= {((x, y), (x, z)) | (x, y) ∈ A×A.(y, z) ∈ S}
= {((x, y), (x, z)) | x ∈ A.(y, z) ∈ S}．

例 5.9. 例 5.3 で与えたべき集合クオンテール

(℘(A∗),⊆,∪,⊚, {ε}) の関係埋め込みは S ⊆ A∗ に

対して

η(S) = {(σ, π) | σ ∈ A∗.π ∈ {σ}⊚ S}
= {(σ, στ) | σ ∈ A∗.τ ∈ S}．

例 5.10. 例 5.4 で与えたべき集合クオンテール

(℘({0, 1}),⊆,∪,�, {1})の関係埋め込みは
• η(∅) = ∅
• η({0}) = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}
• η({1}) = {(0, 0), (1, 1)}
• η({0, 1}) = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}．

6 関手と関係埋め込みとの関係性

6節では，4節の関手と 5節の例との関係性を述べ

る．例 5.7～例 5.9のべき集合クオンテールの写像 η

が ℘による像になっていることを以下に示す．

命題 6.1. 例 5.7 の写像 η は ℘ による例 4.7 の射 f

の像になっている．

証明. 任意の S ⊆ Aに対して，

℘(f)(S) = {(a, a) ∈ ∆A | a ∈ A, f(a, a) ∈ S}
= {(a, a) | a ∈ S}

よって，η(S) = ℘(f)(S)となり，η は ℘による f

の像となる．

命題 6.2. 例 5.8 の写像 η は ℘ による例 4.8 の射 f

の像になっている．

証明. 任意の S ⊆ Aに対して，

℘(f)(S) = {(a, b) ∈ R | f(a, b) ∈ S}
= {((x, y), (x, z)) | x ∈ A.((x, y), (x, z)) ∈

R.(y, z) ∈ S}



= {((x, y), (x, z)) | x ∈ A.(y, z) ∈ S}
よって，η(S) = ℘(f)(S)となり，η は ℘による f

の像となる．

命題 6.3. 例 5.9 の写像 η は ℘ による例 4.9 の射 f

の像になっている．

証明. 任意の S ⊆ Aに対して，

℘(f)(S) = {(a, b) ∈ R | f(a, b) ∈ S}
= {(σ, σ·τ) | σ ∈ A∗.(σ, σ·τ) ∈ R.τ ∈ S}
= {(σ, σ · τ) | σ ∈ A∗.τ ∈ S}

よって，η(S) = ℘(f)(S)となり，η は ℘による f

の像となる．

命題 6.4. 例 5.4 で与えたべき集合クオンテール

(℘({0, 1}),⊆,∪,�, {1})は ℘による像にならない．

証明. ℘({0, 1}, [·], {1}) = (℘({0, 1}),⊆,∪, [·], {1})
= (℘({0, 1}),⊆,∪,�, {1})を満たす [·]があるとする
と，{0}[·]{0} = {0}�{0} = {0, 1}となる．一方で，[·]
の定義より，0[·]0が定義されるなら {0}[·]{0} = {0}，
0 [·] 0が定義されないなら {0} [·]{0} = ∅である．よっ
て {0} [·] {0}は 2点集合にならない．

7 まとめ

弱前順序，部分的半群，クオンテールを用いた圏と

その間の関手を定義した．さらに 4つの例を用いてそ

れら関手とべき集合クオンテールの関係埋め込みとの

関係性を示した．それぞれの圏と関手の関係を図に表

すと図 1のようになる．しかし,命題 6.2より写像 η

が ℘による像にならないべき集合クオンテールが存

在することがわかった．このことから関手 compと

℘を合成した関手 ℘ ◦ compは同型という強い相互

変換にならないことが判明した．今後の課題として，

同型ではなく随伴関手など少し弱い相互変換を探す

ことも考えられる.

WPreOrd Qtlax

WPreOrdint
Qt
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図 1 見つけた圏と関手
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